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pelas mensagens positivas do Clóvis Monteiro na Super Rádio Tupi.
Aos amigos Diegão e Tatiana, pelas inúmeras caronas para a UFRJ, assim como
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intrauterino, já enche meus dias de felicidade, e me traz mais uma motivação para
viver.
vi
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O movimento de agitação térmica de nucĺıdeos no núcleo de reatores é
adequadamente representado na seção de choque microscópica da interação nêutron
núcleo através da Função de Alargamento Doppler Ψ(x, ξ), assim como da Função
do Termo de Interferência X(x, ξ), cujas formas funcionais são oriundas da Mecânica
Quântica, através da formulação de um ńıvel de Briet-Wigner, e da Mecânica
Estat́ıstica, com a distribuição de velocidades de Maxwell-Boltzmann. Os resultados
assim obtidos, apresentam em suas formas funcionais integrais sem solução anaĺıtica
e com estrutura complicada, fazendo com que o uso de algumas aproximações
torne-se útil. Assim, considera-se as aproximações de Bethe e Placzek para
se obter expressões aproximadas para as funções originais Ψ(x, ξ) ≈ ψ(x, ξ) e
X(x, ξ) ≈ χ(x, ξ). O primeiro tipo de generalização proposto nesta tese, consiste
em não se considerar as aproximações de Bethe e Placzek. Neste contexto estuda-
se, individualmente, o efeito de cada uma destas aproximações, assim como de
suas combinações em pares. Deste modo, pode-se identificar as aproximações
mais relevantes, além de relacioná-las com os conceitos f́ısicos que as justifiquem.
A segunda proposta de generalização consiste em estudar as consequências de
se considerar uma distribuição estat́ıstica de velocidades deformada no lugar da
distribuição de Maxwell-Boltzmann. Consideram-se, então, duas distribuições
estat́ısticas quase-maxwellianas: a de Tsallis, dependente de um parâmetro q, e
a de Kaniadakis, dependente de um parâmetro κ. Sendo assim, mantendo-se a
forma de entender a Mecânica Quântica do assunto inalterada, são consideradas
deformações no comportamento gaussiano da distribuição de Maxwell-Boltzmann.
Com a pesquisa realizada pretende-se estender o entendimento do Fenômeno de
Alargamento Doppler importando conceitos de outras áreas do conhecimento.
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The thermal nuclei motion in the reactor core is properly represented in the
microscopic cross section of the neutron-nucleus interaction through the Doppler
Broadening Function Ψ(x, ξ), as well as in the Interference Term Function X(x, ξ),
whose functional forms are derived from Quantum Mechanics, through the single
level Briet-Wigner formalism, and from Statistical Mechanics, with the Maxwell-
Boltzmann velocity distribution. The results thus obtained present in their
functional forms, integrals without analytical solution and wich has complicated
structure, making the use of some approximations useful. Then, we consider
the Bethe and Placzek approximations to obtain approximate expressions for
the original functions Ψ(x, ξ) ≈ ψ(x, ξ) and X(x, ξ) ≈ χ(x, ξ). The first type
of generalization proposed in this thesis consists in not considering the Bethe
and Placzek approximations. In this context, the effect of each one of these
approximations, as well as their combinations in pairs, are studied individually. In
this way, one can identify the most relevant approximations, as well as relate them to
the physical concepts that justify them. The second proposal of generalization is to
study the consequences of considering a deformed statistical velocity distribution in
place of the Maxwell-Boltzmann distribution. It is considered, then, two quasi-
Maxwellian statistical distributions, namely the Tsallis statistics, dependent on
a parameter q, and that for Kaniadakis, dependent on a parameter κ. Thus,
keeping the way of understanding the Quantum Mechanics of the subject unchanged,
two deformations in the gaussian behavior of the Maxwell-Boltzmann distribution
are considered. The research carried out intends to extend the understanding of
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B.6 Mudança de variáveis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
x
Lista de Figuras
1 Uma das estruturas de urânio e grafite usadas no CP-1. . . . . . . . . 2
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5.7 Comportamento da Função do Termo de Interferência de Kaniadakis
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Introdução
Enrico Fermi (1901 - 1954), vencedor do prêmio Nobel de F́ısica de 1938, “Pela
demonstração da existência de novos elementos radioativos produzidos pela irra-
diação neutrônica e pela descoberta de reações nucleares causadas por nêutrons
lentos,”dentre diversos outros prêmios.
Imagem extráıda de https://www.flickr.com. Acesso em 06 de mar de 2018.
1
Em 02 de dezembro de 2018 completaram 76 anos desde que o primeiro reator
nuclear do mundo, o Chicago Pile-1 (CP-1), contrúıdo pelo laboratório de meta-
lurgia da Universidade de Chicago, foi posto a funcionar, sendo capaz de manter
uma reação nuclear em cadeia estável e autossustentável. O feito ocorreu em 2 de
dezembro de 1942, tendo o reator desenvolvido uma potência de 0, 5W . O CP-1,
em seu auge, chegou a desenvolver uma potência máxima de 200W .
A supervisão da experiência estava sob a tutela do f́ısico italiano naturalizado
estadunidense Enrico Fermi, que além de ter sido laureado com o prêmio Nobel
de F́ısica (1938), “Pela demonstração da existência de novos elementos radioativos
produzidos pela irradiação neutrônica e pela descoberta de reações nucleares cau-
sadas por nêutrons lentos,”ainda recebeu diversos outros prêmios, como a Medalha
Matteucci (1926), Medalha Hughes (1942), Medalha Franklin (1947), Medalha Max
Planck (1954) e National Inventors Hall of Fame (1976). Enrico Fermi descreveu
CP-1 como “uma pilha de tijolos pretos e vigas de madeira.”A contrução da supra-
citada “pilha”terminou em 1 de dezembro de 1942. Aproximadamente 350.000 kg
de grafite foram usados para construir 57 camadas. Também foram utilizados em
torno de 36.600 kg de óxido de urânio e 5.600 kg de urânio metálico na forma de
22.000 pastilhas totalizando mais de US$1.000.000, 00 em material.
Figura 1: Uma das estruturas de urânio e grafite usadas no CP-1.1
Não havia nenhum dispositivo de proteção contra radiação e tampouco qualquer
sistema de refrigeração. As demais 49 pessoas presentes no momento do primeiro
experimento, dentre estudantes, cientistas, carpinteiros, profissionais de saúde e de
segurança do laboratório, confiaram nos cálculos realizados por Fermi, e acreditaram
1Imagem extráıda de https://www.atomicheritage.org. Acesso em 08 de mar de 2019.
2
que não haveria perda do controle da reação. Felizmente Fermi estava correto, e
todos tiveram a oportunidade de presenciar mais um pôr do sol. Enrico Fermi veio
a óbito, prematuramente, aos 53 anos de idade, em 28 de novembro de 1954, em
decorrência de um câncer no estômago. Na Figura 1, se vê uma das estruturas de
urânio e grafite utilizadas no reator.
O CP-1 foi logo desmontado e reconstrúıdo utilizando concreto como proteção
contra radiação no Laboratório Nacional Argonne nas proximidades do local onde
fora montado o CP-1, sendo este novo reator batizado como Chicago Pile-2 (CP-
2). O experimento não só provou que a fissão nuclear era capaz de gerar energia,
mas também mostrou um método viável para se produzir plutônio. Alguns reatores
de grande porte, incluindo o Reator de grafite X-10 em Oak Ridge e o Reator B
em Hanford foram, posteriormente, constrúıdos utilizando-se o CP-1 como modelo.
O Experimental Breeder Reactor I (EBR-I) é um reator de pesquisa, atualmente
descomissionado, que é um marco histórico dos EUA. Localizado no deserto a cerca
de 29 km a sudeste de Arco, Idaho, foi o primeiro reator a gerar energia elétrica útil,
ao produzir eletricidade suficiente para iluminar quatro lâmpadas de 200W (Figura
2), fato ocorrido às 13 : 50 h em 20 de dezembro de 1951 no horário local. Por este
feito, o EBR-I é considerado a primeira usina de potência do mundo.
Figura 2: Primeiras lâmpadas acesas pela eletricidade gerada por um reator nuclear,
em 20 de dezembro de 1951. Experimental Breeder Reactor I (EBR-I). Idaho, EUA.2
Em 27 de junho de 1954, a primeira usina nuclear do mundo a gerar eletrici-
dade para uma rede elétrica iniciou suas operações na cidade soviética de Obninsk,
gerando uma potência de 5MW . Conhecida como APS-1 Obninsk (Atomic Power
Station 1 Obninsk), a sua construção começou em 01 de janeiro de 1951, e a primeira
2Imagem extráıda de https://www.atomicheritage.org. Acesso em 06 de mar de 2018.
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criticalidade foi atingida em 06 de maio de 1954. A sua produção de energia para a
rede cessou em 1959, quando a usina passou a funcionar como usina de pesquisa e
produção de isótopos. A APS-1 Obninsk também foi a primeira usina nuclear a ser
desativada na Rússia, em 29 de abril de 2002.
Nestes últimos 3/4 de século, muito se avançou na área, e atualmente existem
449 reatores de potência operando no mundo, gerando quase 400GW . Além destes,
mais 54 reatores, que irão gerar mais de 55GW , estão em construção.
Figura 3: APS-1 Obninsk (Atomic Power Station 1 Obninsk), primeira usina no
mundo a fornecer energia elétrica para a rede.3
Desde os primórdios da geração de energia por intermédio de reatores nucleares,
foi percebido que para os actińıdeos a região de ressonâncias seria a mais dif́ıcil
para se tratar analiticamente, assim como para se obter valores experimentais que
servissem de padrões de comparação. Esta região de ressonâncias corresponde a
energia do nêutron compreendida entre 1 eV e 100 keV , sendo a principal região
onde há uma forte absorção de nêutrons por núcleos pesados. Um exemplo impor-
tante é o 238U, cuja seção de choque exibe ressonâncias pronunciadas nessa região,
conforme ilustrado na Figura 4, onde a região de ressonâncias encontra-se em des-
taque. Conforme pode-se notar na Figura 4, a dependência com a energia da seção
de choque apresenta uma estrutura complexa na região de ressonâncias, o que torna
bem dif́ıcil o tratamento do transporte de nêutrons. Usualmente, se divide a região
de ressonâncias em duas: a região de ressonâncias resolvidas, de 1 eV a 100 eV ,
aproximadamente, e a região de ressonâncias não resolvidas, de 100 eV a 105 eV .
3Imagem extráıda de https://www.flickr.com. Acesso em 02 de abr de 2019.
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Figura 4: Seção de choque do 238U em função da energia do nêutron na região de
ressonâncias.4
A região de ressonâncias não resolvidas é caracterizada por uma superposição
de ressonâncias, fazendo com que o comportamento da seção de choque seja suave,
com seus valores representando médias sobre várias ressonâncias. Já na região de
ressonâncias resolvidas, os picos encontram-se separados o suficiente de modo a
não ocorrerem sobreposições. Nesta região, a dependência da seção de choque com
a energia do nêutron é descrita através de formalismos tais como: Breit-Wigner
[1], Adler Adler [2] ou Reich-Moore [3], no qual os parâmetros de ressonância são
conhecidos. Algumas consequências da existência de ressonâncias incluem o efeito de
autoblindagem, também conhecido como autoproteção, que consiste na atenuação do
fluxo de nêutrons na região de ressonâncias, assim como o fenômeno de alargamento
Doppler [4–8], que está relacionado com a temperatura da pastilha combust́ıvel,
levando-se em conta que os nêutrons apresentam velocidades diversas, obedecendo
uma certa distribuição estat́ıstica, sendo a velocidade relativa entre o nêutron e o
núcleo alvo, da qual a seção de choque depende diretamente, podendo ser maior
ou menor que a velocidade do nêutron. Esta diferença nas velocidades relativas dá
origem ao chamado Fenômeno de Alargamento Doppler no comportamento da seção
de choque. Estes dois efeitos são de extrema importância no controle e segurança
de reatores, sendo o enfoque desta tese o segundo deles, o chamado Fenômeno de
Alargamento Doppler.
O Fenômeno de Alargamento Doppler é adequadamente representado matema-
ticamente na seção de choque microscópica da interação nêutron núcleo através
4Imagem extráıda de https://www.nuclear-power.net. Com adaptações. Acesso em 12 de mar
de 2018.
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da Função de Alargamento Doppler ψ(x, ξ). Fisicamente, esta função descreve o
fenômeno do alargamento das ressonâncias isoladas com o aumento da temperatura,
o que causa um acréscimo no intervalo de energias no qual é mais provável que
um nêutron seja absorvido. Matematicamente, ψ(x, ξ) pode ser interpretada como
uma integral de convolução entre uma função gaussiana com uma função lorentziana
[9]. No contexto da F́ısica de Reatores, ψ(x, ξ) é bem estabelecida, tendo suas pro-
priedades bem conhecidas, sendo um tema recorrente nos últimos anos [10]. Em
outras áreas do conhecimento, a Função de Alargamento Doppler é também conhe-
cida como Voigt profile [11–25]. Autores mais modernos [8] nomeiam a Função de
Alargamento Doppler ψ(x, ξ) em conjunto com a Função do Termo de Interferência
χ(x, ξ) como Funções de Voigt.
A obtenção das funções de Voigt ψ(x, ξ) e χ(x, ξ) é proveniente da confluência de
duas grandes áreas do conhecimento: a Mecânica Quântica e a Mecânica Estat́ıstica.
No que tange à Mecânica Quântica, baseia-se no resultado de 1936 do russo Gregory
Breit (1899-1981) e do húngaro Eugene Paul Wigner (1902-1995), que publicaram
a fórmula de Breit-Wigner para um ńıvel único [1], que descreve a parte ressonante





(E − Er)2 + (Γ/2)2
] , (1)
sendo E a energia do nêutron incidente e Er a energia onde a ressonância ocorre. A
Equação (1) é uma função do tipo lorentziana e é ainda muito utilizada atualmente
pelas seguintes razões:
• É fácil de implementar;
• É posśıvel utilizar parâmetros de ressonâncias já publicados e abundantes na
literatura;
• Permite uma aproximação anaĺıtica da função ψ(x, ξ);
• Pode ser utilizada de forma anaĺıtica em aplicações em F́ısica de Reatores.
O conteúdo relativo à Mecânica Estat́ıstica consiste em, usualmente, se con-
siderar os núcleos pesados como um gás cujas moléculas vibram com velocidades
distintas, sendo essas distribúıdas segundo a estat́ıstica de Maxwell-Boltzmann, que
pode ser escrita da seguinte forma:










• M = massa do núcleo;
• kB = constante de Boltzmann;
• T = temperatura do meio;
• V = módulo da velocidade do núcleo.
A Equação (2) possui um comportamento gaussiano e indica que part́ıculas com
altas energias, assim como com energias muito baixas são improváveis.
As Funções de Voigt obtidas neste contexto, além de não possúırem solução
anaĺıtica, apresentam formas integrais muito complexas. Assim, a possibilidade de
se fazer algumas aproximações torna-se muito útil. Para tratar deste problema,
Bethe e Placzek, ao lidarem com os efeitos de ressonância em processos nucleares,
sugeriram em seu artigo de 1937 [26] algumas aproximações para energias perto do
pico ressonante. Bethe e Placzek propuseram três aproximações capazes de sim-
plificar as formas funcionais tanto da Função de Alargamento Doppler quanto da
Função do Termo de Interferência.
Para representar a estrutura teórica do estudo do Fenômeno de Alargamento
Doppler, a Figura 5 ilustra o esquema de obtenção das Funções de Voigt e algumas
de suas aplicações no contexto da F́ısica de Reatores amplamente aceita na aca-
demia e utilizada em diferentes códigos computacionais. Com esta representação
pictórica, fica evidente como alterações nos formalismos quânticos ou estat́ısticos
geram consequências no alargamento das ressonâncias. A proposta desta tese é es-
tudar algumas generalizações para o Fenômeno de Alargamento Doppler, através da
obtenção, em certos contextos, de expressões mais gerais para as Funções de Voigt
ψ(x, ξ) e χ(x, ξ).
Durante a operação normal de reatores nucleares do tipo Pressurized Water
Reactor (PWR), a estat́ıstica de Maxwell-Boltzmann já se mostrou adequada, sendo
utilizada em diferentes códigos, como o NJOY [27]. Entretanto, é sabido que para
sistemas que apresentam interações de longo alcance [28–31] bem como aqueles que
apresentam correlações temporais de longa duração [32], tal estat́ıstica pode se tor-
nar inadequada. Por isso, esforços no sentido de generalizar o conceito da entropia
de Maxwell-Gibs, geradora da função de distribuição de Maxwell-Boltzmann, tem
sido feitos ao longo das últimas décadas, gerando estat́ısticas deformadas ou não
gaussianas, as quais são generalizações da estat́ıstica de Maxwell-Boltzmann desti-







Aproximações de Bethe e Placzek
1) [v(x) + vr(y)]



















Funções de Voigt ψ(x, ξ) e χ(x, ξ)
1) Cálculo das seções de choque;
2) Cálculo dos fatores de autoproteção
ressonantes na faixa epitérmica;
3) Cálculo das integrais de ressonância;
4) Determinação da largura prática.
Figura 5: Esquema de obtenção e aplicação das Funções de Voigt no contexto da
F́ısica de Reatores.
Neste contexto, pode-se levantar algumas questões: a Equação (2) pode ser ge-
neralizada de tal forma a contemplar a descrição de fenômenos fora do equiĺıbrio e
não extensivos, tais como fortes transientes ou simplesmente situações nos quais des-
vios em relação ao comportamento gaussiano na estat́ıstica de Maxwell-Boltzmann
fossem observados? Neste caso, como seria o Fenômeno de Alargamento Doppler
das ressonâncias? Com o intuito de abordar esta questão, são consideradas no con-
texto da F́ısica de Reatores, duas estat́ısticas bem estabelecidas em outras áreas do
conhecimento: a estat́ıstica de Tsallis [33] e a estat́ıstica de Kaniadakis [34]. Nesta
tese não se abordada qualquer tipo de tentativa de generalição da teoria advinda
da Mecânica Quântica. Assim, o formalismo quântico, baseado na fórmula de ńıvel
único proposta por Breit e Wigner em 1936 [1] é mantido.
As expressões obtidas para as Funções de Voigt ψ(x, ξ) e χ(x, ξ), conforme já
mencionado, não possuem solução anaĺıtica, além de apresentarem formas funcionais
muito complexas. Deste modo, para se obter o valor destas funções dado um par
(x, ξ), é imprescind́ıvel a utilização de métodos numéricos. Com o intuito de se
gerar a famosa tabela que contém diversos valores para as funções ψ(x, ξ) e χ(x, ξ),
presentes em vários livros didáticos da área de F́ısica de Reatores [4, 6, 7], Beynon
e Grant, em seu artigo de 1963 [35] descrevem dois métodos que utilizam expansão
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em séries, a saber a expansão em polinômios de Chebyshev [36] e o método de
Gauss-Hermite [37], possibilitando se obter os valores das Funções de Voigt com
custo computacional reduzido, adequando-se assim, à capacidade computacional
dispońıvel no ińıcio da década de 60. Outra proposta de generalização apresentado
nesta tese consiste em se obter expressões para as Funções de Voigt ψ(x, ξ) e χ(x, ξ)
em termos das grandezas usuais da área da F́ısica de Reatores, porém sem utilizar as
aproximações de Bethe e Placzek. Usando como referência a Função de Alargamento
Doppler usual, ou seja, considerando as três aproximações, o papel de cada uma
das aproximações de Bethe e Placzek é estudado individualemnte, bem como suas
combinações em pares. Com este estudo, é posśıvel identificar as aproximações mais
importantes, e entender a F́ısica envolvida em cada uma delas.
O texto desta tese é organizado da seguinte forma:
No caṕıtulo 1 são apresentadas as três distribuições estat́ısticas abordadas no
texto: A distribuição de Maxwell-Boltzmann [38–41], a distribuição de Tsallis [42]
e a distribuição de Kaniadakis [34]. Para estas distribuições, é apresentada uma
descrição de seus conceitos fundamentais, assim como suas propriedades, preparando
o campo para as suas aplicações nos caṕıtulos que seguem.
No caṕıtulo 2 são obtidas, com riqueza de detalhes, as expressões para as Funções
de Voigt: a Função de Alargamento Doppler ψ(x, ξ) e a Função do Termo de
Interferência χ(x, ξ). A importância de tal dedução detalhada é o fato de nos
próximos caṕıtulos serem apresentadas as deduções para Funções de Voigt gene-
ralizadas, considerando-se outras distribuições estat́ısticas que não a Maxwelliana.
Esse caṕıtulo será a base para considerar o avanço teórico relativo a considerar as
estat́ısticas de Tsallis e de Kaniadakis nos caṕıtulos posteriores. O objetivo didático
deste caṕıtulo justifica o detalhamento dos cálculos, que pode parecer excessivo para
o leitor já versado em F́ısica de Reatores.
No caṕıtulo 3 é realizada uma análise das aproximações de Bethe Placzek, tra-
tando cada uma delas de forma individual, além de suas combinações em pares
quando faz sentido. Deste modo, identifica-se a aproximação mais relevante além do
comportamento da qualidade desta conforme se variam os parâmetros envolvidos.
Apresenta-se, também, uma pequena discussão dos conceitos f́ısicos envolvidos em
cada uma das aproximações.
Nos caṕıtulos 4 e 5 são obtidas as expressões para a Função de Alargamento
Doppler e para a Função do Termo de Interferência considerando as distribuições de
Tsallis e Kaniadakis, respectivamente. O método da quadratua de Gauss-Legendre
com 15 pontos é utilizado para se obter os valores de tais funções, possibilitando,
assim, a construção de tabelas e gráficos permitindo o estudo das principais propri-
edades das funções deformadas obtidas.
O caṕıtulo final é reservado para as conclusões e propostas de continuações deste
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trabalho.
Esta tese pode ser dividida em três assuntos que, apesar de estarem interligados,
podem ser estudados de forma independente. São eles:
1. Análise das Aproximações de Bethe e Placzek;
2. Fenômeno de Alargamento Doppler considerando a distribuição de velocidades
de Tsallis;
3. Fenômeno de Alargamento Doppler considerando a distribuição de velocidades
de Kaniadakis.
O leitor interessado na análise das aproximações de Bethe e Placzek, deve ler os
caṕıtulos 2 e 3 na ı́ntegra.
O leitor interessado no Fenômeno de Alargamneto Doppler considerando a dis-
tribuição de velocidades de Tsallis, deve ler as seções 1.1, 1.2, 1.3 e 1.4 do caṕıtulo
1 e os caṕıtulos 2 e 4 na ı́ntegra.
O leitor interessado no Fenômeno de Alargamneto Doppler considerando a dis-
tribuição de velocidades de Kaniadakis, deve ler as seções 1.1, 1.2 e 1.5 do caṕıtulo





Sepultura de Boltzmann no Cemitério Central de Viena.
Imagem extráıda de https://pt.wikipedia.org/wiki/Ludwig Boltzmann. Acesso em
24 de mar de 2019.
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Neste caṕıtulo, são apresentadas as três distribuições estat́ısticas abordadas no
texto: A distribuição de Maxwell-Boltzmann e as distribuições quase-maxwellianas
de Tsallis e de Kaniadakis. É apresentada uma dedução para a distribuição de
Maxwell-Boltzmann, baseada em suposições simples da teoria e, em seguida, são
deduzidas as expressões para a velocidade mais provável, a velocidade média e a
raiz quadrada da velocidade quadrática média, além de serem apresentados alguns
gráficos nos quais é posśıvel visualizar o comportamento da distribuição de Maxwell-
Boltzmann ao se variar a massa das moléculas assim como a temperatura. Para as
distribuições de Tsallis e Kaniadakis, não são apresentadas as deduções, mas apenas
os resultados para as respectivas formas funcionais [34, 42]. Porém, para estas distri-
buições quase-maxwellianas, todo o restante do conteúdo abordado na distribuição
de Maxwell-Boltzmann é refeito. Assim, é posśıvel entender as caracteŕısticas destas
distribuições, e compará-las com a distribuição de Maxwell-Boltzmann, formando
uma base teórica para se entender os efeitos de se considerar tais distribuições no
estudo da seção de choque de captura e de espalhamento ressonantes.
1.1 A entropia de Boltzmann-Gibbs
Até a metade século XIX acreditava-se na teoria do calórico, concepção na qual
o calor era considerado um flúıdo inviśıvel e inodoro, que todos os corpos conteriam
em sua composição, sendo este flúıdo o responsável pelas alterações de temperatura.
Nesta concepção, se a temperatura de um sistema aumentava, significava que este
recebera calórico de alguma fonte. Análogamente, uma queda de temperatura era
entendida como perda de calórico. Na época, uma minoria de cientistas associava
o calor à energia resultante do movimento aleatório dos átomos, sendo uma maior
temperatura associada à um movimento vibracional mais vigoroso dos mesmos.
Maxwell foi o primeiro f́ısico a tratar os gases como um conjunto de pequenas
part́ıculas movendo-se com velocidades variadas, chocando-se umas com as outras,
assim como com as paredes do recepiente que o contém. Neste contexto, entendendo
o gás como um grande número de moléculas em movimento aleatório, Maxwell foi
capaz de determinar as suas propriedades, e também foi o primeiro a descrever as
propriedades moleculares de um gás aplicando métodos probabiĺısticos e estat́ısticos
e, por este fato, é considerado um dos fundadores da Teoria Cinética dos Gases.
De acordo com a mecânica newtoniana, é possivel para cada uma das part́ıculas
componentes de um sistema retroceder em seu percurso e retornar à suas condições
iniciais, sendo sempre posśıvel, neste sentido, que o sistema como um todo retorne
ao seu estado inicial, contradizendo o fato de um estado termodinâmico envolver
reversibilidade no sentido do estado de entropia estacionária. Em 1872, Boltzmann,
utilizando os métodos estat́ısticos propostos por Maxwell, para descrever as proprie-
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dades da matéria a partir das propriedades dos átomos, determinou um novo e mais
geral tratamento para a entropia. A solução proposta por Boltzmann para este pa-
radoxo reside na interpretação da entropia como uma propriedade estat́ıstica. Nesta
visão, a reversibilidade é posśıvel, porém sua probabilidade de ocorrência é ı́nfima.
Introduzindo teoria de probabilidades na segunda lei da Termodinâmica, Boltzmann
apresenta pela primeira vez uma lei da natureza probabiĺıstica, enquanto todas as
conhecidas até então eram determińısticas. Em seu artigo de 1877, originalmente
escrito em alemão, intitulado “Sobre a relação entre o segundo teorema fundamental
da teoria mecânica do calor e o cálculo de probabilidades com respeito às condições
sobre o equiĺıbrio térmico”[43, 44], Boltzmann formula uma expressão onde a entro-
pia de um sistema fechado seria proporcional ao volume do espaço de fase Ω ocupado
pelo macroestado do sistema, ou seja:
S ∝ log Ω. (1.1)
Atualmente, é mais comum a seguinte notação:
S = kB lnW, (1.2)
onde kB é a constante de Boltzmann e W é o número de microestados do sistema
compat́ıveis com o macroestado observado.
A interpretação estat́ıstica revela a entropia como uma medida da desordem
entre as part́ıculas, considerando o número de microestados de um sistema como
uma medida da desordem do mesmo. Na Equação (1.2), um maior número de
microestados acesśıveis acarreta em uma maior entropia para o sistema. A versão
de Boltzmann para a entropia indica que é posśıvel obter mais informação sobre um
sistema com entropia baixa, consequente mais ordenado, do que sobre um sistema
com entropia elevada. Esta relação entre aumento da entropia e diminuição da
informação não se tornou expĺıcita durante muitos anos.
Williard Gibbs percebeu nos trabalhos de Boltzmann e Maxwell a possibilidade
do estudo de corpos com complexidade arbitrária obedecendo as leis da mecânica,






pi ln pi, (1.3)
onde pi é a probabilidade de o sistema encontrar-se em um microestado i e W é o




pi = 1. (1.4)
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Quando todos os micorestados são equiprováveis, é fácil mostrar que a Equação (1.3)
se reduz ao resultado da Equação (1.2).
Dado um sistema composto A ∪ B, constitúıdo de dois subsistemas A e B, a











Se A e B são sistemas independentes, tais que a probabilidade de o sistema estar
em um microestado de A ∪B possa ser fatorizada nas probabilidades de parte dele




























































































Utilizando as Equações (1.3) e (1.4), se tem finalmente que:
SA∪B = SA + SB, (1.10)
que é o resultado conhecido como aditividade ou extensividade da entropia.
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1.2 A distribuição de Maxwell-Boltzmann
Figura 1.1: James Clerck Maxwell (1831 - 1879) e Ludwig Boltzmann (1844 - 1906).1
As moléculas em um gás com temperatura T não se movem todas com a mesma
velocidade. Algumas possuem velocidades bem altas, outras bem baixa, e mui-
tas delas velocidades intermediárias entres estes valores altos e baixos. Assim, se
perguntar sobre a velocidade de uma molécula em um gás não faz sentido, já que
uma molécula deste suposto gás pode possuir qualquer velocidade entre diversas
posśıveis. Assim, faz mais sentido perguntar sobre propriedades globais, tais como:
“Qual a velocidade média das moléculas?”“Qual a velocidade mais provável?”Todas
as perguntas deste tipo podem ser respondidas se for conhecida a distribuição de
velocidades do gás a uma certa temperatura. No final dos anos 1800, James Clerk
Maxwell e Ludwig Boltzmann forneceram uma resposta para este problema. O resul-
tado por eles obtido recebe o nome de distribuição de Maxwell-Boltzmann, e mostra
como as velocidades das moléculas são distribúıdas em um gás ideal. Na sequência,
vemos uma dedução de tal distribuição, baseada em algumas suposições simples.
Seja uma molécula de um gás em equiĺıbrio térmico, com velocidade ~V cujas
componentes sejam Vx, Vy e Vz. Denotamos a probabilidade da componente Vi estar
no intervalo [Vi, Vi+dVi] por f(Vi), com i = x, y, z. Em prinćıpio, não é trivial que o
valor provável para uma certa componente da velocidade não seja afetada pelo valor
já determinado para alguma das outras componentes. Em um primeiro momento,
Maxwell supôs que esta independência das probabilidades, conhecida como suposição
da loteria, fosse válida na teoria dos gases, e posteriormente a provou.
1Imagens extráıdas de http://www.technologycorp.com.au. e https://en.wikipedia.org. Acesso
em 26 de set de 2018.
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O vetor velocidade ~V pertence ao elemento de volume dVxdVydVz do espaço de
velocidades, e a probabilidade de que a extremidade de ~V esteja neste elemento de
volume, por conta da suposição da loteria, é dada por:
f(Vx)f(Vy)f(Vz)dVxdVydVz. (1.11)
Levando em conta a isotropia de todas as direções das velocidades e, portanto,
o fato de que elas são todas igualmente prováveis, pode-se introduzir uma função
desconhecida F (V ) que dependa apenas do módulo da velocidade:
F (V )d3V, d3V = dVxdVydVz. (1.12)
A função F (V ) é a chamada distribuição de velocidades, e é justamente a que
pretende-se determinar. Comparando as Equações (1.11) e (1.12), é fácil perceber
que:













lnF (V ) =
∂
∂Vx
ln [f(Vx)f(Vy)f(Vz)] . (1.15)
Após se tomar a derivada, chega-se ao seguinte:
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onde, no lado direito, as derivadas que geram termos nulos já foram omitidas. Nota-
se que na parte esquerda da Equação (1.16) se tem uma dependência apenas na
variável V , ao passo que no lado direito, a dependência é apenas na variável Vx.
Deste modo, definindo as funções:
Φ(V ) =
1












Φ(V ) = φ(Vx). (1.19)
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Tomando-se a derivada com relação a Vy ou Vz, se obtém o seguinte:
dΦ(V )
dV
= 0 ⇒ Φ(V ) = φ(Vx) = −2α, (1.20)
onde se escolhe a constante de integração como −2α por conveniência. Assim, com





= −2αVx ⇒ ln f(Vx) = γ − αV 2x , (1.21)
cuja solução é dada por:
f(Vx) = Be
−αV 2x , (1.22)
onde se fez B = eγ . Determina-se a relação entre as constantes α e B pela certeza
de se encontrar a componente Vx da velocidade no intervalo de −∞ a +∞:
∫ +∞
−∞
















Para determinar o valor de α, usa-se a energia cinética média associada ao grau
de liberdade relativo à componente Vx [39–41]:
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Notando que V 2x e



























































































e finalmente, a Equação (1.13) assume a forma abaixo:








A Equação (1.31) fornece a probabilidade de encontrar a part́ıcula do gás com
velocidade entre ~V e ~V +d~V . Sendo esta distribuição dependente apenas do módulo
da velocidade, fica evidente que:
〈Vx〉 = 〈Vy〉 = 〈Vz〉 = 0. (1.32)
Devido à isotropia das velocidades, também pode-se escrever:
F (V )d3V = F (V )4πV 2dV = F0(V )dV, (1.33)
sendo a densidade de probabilidade dos módulos das velocidades dada por:








O valor mais provável para o módulo das velocidades corresponde ao valor onde

























Com o resultado da Equação (1.36), as soluções posśıveis para a Equação (1.35)




































, [β > 0, m > 0, n > 0], (1.39)



















onde usa-se novamente a Equação (1.39), chegando-se ao seguinte resultado:
〈V 2〉 = 3kBT
M
. (1.42)









Vrms > 〈V 〉 > Vmp. (1.44)
Na Figura 1.2, vemos ilustrada a distribuição de Maxwell-Boltzmann para alguns
gases nobres. Percebe-se que quanto menor for a massa das moléculas do gás,


































0, 50 1, 00 1, 50 2, 00
Figura 1.2: Distribuição de Maxwell-Boltzmann para alguns gases nobres com tem-
peratura T = 300K.
Na Figura 1.3 estão representadas, para o 20Ne a temperatura de 300K, os
































Figura 1.3: Vmp, 〈V 〉 e Vrms para o 20Ne com temperatura T = 300K.
Na Figura (1.4), pode-se observar o comportamento da distrubuição de Maxwell-
Boltzmann para o 132Xe para diversas temperaturas. Percebe-se que com o aumento
da temperatura a distribuição fica mais alargada, acarretando em um maior valor


































0, 25 0, 50 0, 75 1, 00
Figura 1.4: Distribuição de Maxwell-Boltzmann para o 132Xe para diversas tempe-
raturas.
1.3 A entropia de Tsallis
A Mecânica Estat́ıstica e a Termodinâmica não-extensivos foram introduzidos
em 1988 [33] por Constantito Tsallis (Figura 1.5), e posteriormente desenvolvidos
em 1991 [46] e 1998 [47], com o intuito de se estender o domı́nio de aplicabilidade
de procedimentos da Mecânica Estat́ıstica para situações onde a termoestat́ıstica de
Boltzmann-Gibbs e a termodinâmica padrão apresentam dificuldades matemáticas
severas ou até mesmo deixam de funcionar.
Figura 1.5: Constantino Tsallis (1943 - ).2
A estat́ıstica de Tsallis é baseada na generalização da termoestat́ıstica de
Boltzmann-Gibbs, com dependência funcional expĺıcita em um parâmetro q res-
2Imagem extráıda de https://www.ellines.com. Acesso em 26 de set de 2018.
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ponsável por medir o desvio em relação a esta. A entropia postulada por Constan-







q − 1 , (1.45)
ondeW é o número total de combinações microscópicas posśıveis, pi a probabilidade
de o sistema se encontrar no estado i, continuando válida a condição dada pela








pi(1− pq−1i ), (1.46)
o que torna expĺıcito o fato de que Sq ≥ 0 em qualquer situação.
A fim de se verificar o resultado onde a deformação é removida, toma-se o limite
q → 1 na Equação (1.46):
lim
q→1

































1− e(q−1) ln pi
)
. (1.47)
Usando expansão em série de Taylor para a exponencial presente na Equação
(1.47):














[(q − 1) ln pi]n
n!
, (1.48)
o limite assume a forma:
lim
q→1


































Tomando o limite q → 1 na Equação (1.49), o somatório duplo gera um limite
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pi ln pi, (1.50)
que é justamente a entropia de Boltzmann-Gibbs, dada pela Equação (1.3).
Dado um sistema composto A ∪ B, constitúıdo de dois subsistemas A e B, a

















Se A e B são sistemas independentes, tais que a probabilidade de o sistema estar
em um microestado de A ∪B possa ser fatorizada nas probabilidades de parte dele
































na Equação (1.52), chega-




























































































































































































No limite q → 1, Sq se reduz ao resultado da Equação (1.3), como já demons-
trado, e a Equação (1.56) reproduz o resultado da aditividade da entropia. Observa-
se que q < 1 corresponde à entropia superaditiva (superextensiva), q = 1 a aditiva
(extensiva) e q > 1 à subaditiva (subextensiva).
1.4 A distribuição de Tsallis
1.4.1 Expressões matemáticas e propriedades
Em seu artigo de 1998, Silva, et. al. [42] deduzem uma expressão para a dis-
tribuição de velocidades de Tsallis, generalizando, assim, o resultado dado pela
Equação (1.31). Para trabalhar com o resulado obtido, é necessário introduzir as
funções q-exponencial e q-logaŕıtmica, definidas por:





1− q , (1.58)
onde é fácil de se verificar que expq(lnq(z)) = lnq(expq(z)) = z. Além disso, também







Os limites das funções definidas pelas Equações (1.57) e (1.58) quando q → 1
reproduzem, respectivamente, as funções exponencial e logaŕıtmica na base e, como
será mostrado na subseção 1.4.2. O resultado do supracitado artigo é dado pela
expressão:
Fq(V ) = Aq
[








onde pode-se notar que para q > 1, a positividade do argumento da potência significa
que a Equação (1.60) apresenta um corte térmico nas valores máximos permitidos
para a velocidade. Os módulos das velocidades são tais que:





M(q − 1) . (1.62)
Usando a Equação (1.57), pode-se rescrever a Equação (1.60) do seguinte modo:







onde a contante Aq deve ser obtida por uma condição de normalização.
Levando em consideração a isotropia das velocidades, pode-se escrever:
Fq(V )d
3V = Fq(V )4πV
2dV = Fq0(V )dV, (1.64)
sendo a densidade de probabilidade dos módulos das velocidades dada por:
Fq0(V ) = 4πAqV
2
[







e a constante de normalização Aq determinada pela condição abaixo:
∫ Vq
0
Fq0(V )dV = 1. (1.66)
Substituindo a Equação (1.65) na (1.66) e fazendo uma substituição simples do
tipo
u =
M(q − 1)V 2
2kBT
⇒ du = M(q − 1)V
kBT
dV, (1.67)









q−1 du = 1. (1.68)





uz−1(1− u)w−1du = Γ(z)Γ(w)
Γ(z + w)
,
(z > 0, w > 0), (1.69)
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π e utilizando a propriedade [37]:
Γ(z + 1) = zΓ(z), (1.71)
chega-se ao resultado abaixo:






















Para encontrar a velocidade mais provável, precisa-se da derivada da densidade
de probabilidade do módulo das velocidades, dada pela Equação (1.65). Tomando
























































Fazendo novamente a substituição definida na Equação (1.67), tem-se ao se-
guinte:






u(1− u) 1q−1du. (1.77)
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que após substituição da Equação (1.72) e um pouco de manipulação algébrica leva
ao seguinte:
〈V 〉q =






































(5q − 3)M , (1.81)




(5q − 3)M . (1.82)
Tomando-se o limite q → 1, onde a deformação introduzida pelo parâmetro q é
removida, mostra-se facilmente que os resultados dados pelas Equações (1.75), (1.79)
e (1.82) reproduzem, respectivamente, os resultados dados pelas Equações (1.37),
(1.40) e (1.43). Na Figura 1.6 vemos o comportamento da densidade de probabili-
dades do módulo das velocidades para um sistema governado pela teoria de Tsallis,
considerando o 132Xe com temperatura de 900K. É notória a semelhança com o
gráfico apresentado na Figura 1.4, onde é apresentada a distribuição de Maxwell-
Boltzmann para o mesmo isótopo, com diversas temperaturas. Esta semelhança
indica a possibilidade de se pensar em uma temperatura efetiva, possibilitando um
mapeamento da teoria q-deformada na teoria de Maxwell-Boltzmann.
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q →1, 0+
q = 1, 1
q = 1, 2
q = 1, 3
q = 1, 4




























0, 25 0, 50 0, 75 1, 00
Figura 1.6: Distribuição de velocidades de Tsallis para o 132Xe para T = 900K
considerando alguns valores de q.
1.4.2 Limites das expressões para q → 1
Nesta subseção são verificados os limites quando é tomado o limite q → 1, que
remove a deformação introduzida pelo parâmetro q, para as funções expq e lnq, assim












































[1 + (1− q)z]






1 + (1− q)z
]
= z, (1.84)
que leva, finalmente, ao resultado abaixo:
lim
q→1
expq(z) = exp (z) . (1.85)
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exp [(1− q) ln (z)] =
= ln (z) lim
q→1
exp [(1− q) ln (z)] = ln (z) , (1.86)
ou seja, tem-se o resultado esperado:
lim
q→1
lnq(z) = ln (z) . (1.87)




2πxx−1/2e−x , x→ +∞. (1.88)





















(q − 1)− 12 , q → 1 . (1.89)











































































onde se fez, como passo intermediário, a substituição u = 1/(q − 1) e também






























































[1 + (q − 1)x]






1 + (q − 1)x
]
= x, (1.94)
que leva, finalmente, ao seguinte resultado:
lim
q→1
exp2−q(x) = exp (x) . (1.95)
Com posse dos resultados obtidos nas Equações (1.92) e (1.95), fica evidenciado
que no limite q → 1, a distribuição de Tsallis reproduz a distribuição de Maxwell-











1.5 A distribuição de Kaniadakis
É sabido que a descrição estat́ıstica ou termodinâmica de sistemas não extensivos
necessitam de uma generalização da termoestat́ıstica usual de Maxwell-Boltzmann
[51–53]. Alguns exemplos de sistemas f́ısicos ou processos onde a aproximação
padrão se mostra inadequada podem ser encontrados em astrof́ısica estelar [54–
56], f́ısica de plasma [57, 58], gravitação, fractais, espectro de raios cósmicos [59],
estat́ısticas de terremotos [60] dentre outras aplicações.
Nesta seção, uma estat́ıstica não gaussiana, ou mais apropriadamente, quase
maxwelliana, é considerada. Trata-se de uma estat́ıstica proposta por Giorgio
Kaniadakis em 2001 [34], conhecida como distribuição de Kaniadakis, ou distri-
buição κ, que é baseada numa generalização do teorema-H de Boltzmann, sendo
dependente de um parâmetro κ que mensura o desvio do comportamento gaussiano
das part́ıculas do sistema a ser estudado.
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Figura 1.7: Giorgio Kaniadakis (1957 - ).3
1.5.1 Expressões matemáticas e propriedades
Formalmente, a distribuição κ é escrita como:







onde a constante Aκ deve ser determinada a partir de uma condição de normalização,
e a função κ-exponencial é definida por:
expκ (x) =
(√
1 + κ2x2 + κx
)1/κ
. (1.98)
Levando em consideração a isotropia das velocidades, pode-se escrever:
Fκ(V )d
3V = Fκ(V )4πV
2dV = Fκ0(V )dV, (1.99)
sendo a densidade de probabilidade dos módulos das velocidades dada por:








e a constante de normalização Aκ determinada pela condição:
∫ +∞
−∞
Fκ0(V )dV = 1. (1.101)
3Imagem extráıda de https://researchoutreach.org/wp-content/uploads/2018/12/Giorgio-and-
Dionisis.pdf Acesso em 16 de abr de 2019.
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dV = 1, (1.102)




⇒ du = MV
kBT
dV, (1.103)







u1/2expκ(−u)du = 1. (1.104)






Γ (1/2|κ| − r/2)
Γ (1/2|κ|+ r/2)Γ(r),
(0 < r < 1/|κ|) , (1.105)











Γ(1/2|κ| − 3/4) , (1.106)
onde o parâmetro κ é tal que |κ| < 2/3.
Para encontrar a velocidade mais provável, precisa-se da derivada da densidade
de probabilidade do módulo das velocidades, dada pela Equação (1.100). Aplicando
















































































A Equação (1.111) admite Vκmp = 0 como solução, que obviamente não é o resultado































































Fazendo novamente a substituição definida na Equação (1.103), pode-se escrever:
















(|κ| < 1/2), (1.117)






















(|κ| < 1/2), (1.118)
onde a condição |κ| < 1/2 é imposta pela restrição de validade da Equação (1.105).


















(4− |κ|2)(4− 25|κ|2)(2− 3|κ|)
[
Γ (1/2|κ|+ 3/4)






(|κ| < 2/5), (1.120)





(4− |κ|2)(4− 25|κ|2)(2− 3|κ|)
[
Γ (1/2|κ|+ 3/4)






(|κ| < 2/5), (1.121)
onde analogamente ao caso da Equação (1.118), a condição |κ| < 2/5 é imposta ao
se utilizar a Equação (1.105).
Tomando-se o limite κ → 0, onde a deformação introduzida pelo parâmetro κ
é removida, mostra-se facilmente que os resultados dados pelas Equações (1.114),
(1.118) e (1.121) reproduzem, respectivamente, os resultados dados pelas Equações
(1.37), (1.40) e (1.43). Na Figura 1.8 vemos o comportamento da densidade de
probabilidades do módulo das velocidades para um sistema governado pela teoria
de Kaniadakis, considerando o 132Xe com temperatura de 900K. Assim como no
gráfico análogo para a teoria de Tsallis, apresentado na Figura 1.6, percebe-se a
semelhança com o gráfico apresentado na Figura (1.4), onde é apresentada a distri-
buição de Maxwell-Boltzmann para o mesmo isótopo, com diversas temperaturas.
Esta semelhança indica novamente a possibilidade de se pensar em uma tempe-




κ = 0, 1
κ = 0, 2
κ = 0, 3
κ = 0, 4




























0, 25 0, 50 0, 75 1, 00
Figura 1.8: Distribuição de velocidades de Kaniadakis para o 132Xe para T = 900K
considerando alguns valores de κ.
1.5.2 Limites das expressões para κ→ 0
Nesta subseção são verificados os limites quando é tomado o limite κ → 0,
que remove a deformação introduzida pelo parâmetro κ, para a distribuição de
velocidades de Kaniadakis. O limite κ → 0 nas funções gama que aparecem na
Equação (1.106) faz com que o argumento de ambas tenda a infinito, o que permite a
utilização do comportamento assintótico das funções gama, apresentado na Equação
(1.88). Assim:
Γ(1/2|κ|+ n/4)
Γ(1/2|κ| − n/4) ∼ e
−n/2 (1/2|κ|+ n/4)1/2|κ|+n/4−1/2
(1/2|κ| − n/4)1/2|κ|−n/4−1/2
, κ→ 0 . (1.122)
Para uma notação mais compacta, fazem-se as definições abaixo:
z = 1/2|κ|, (1.123)
α = n/4. (1.124)























































































































Pode-se notar que, como passo intermediário, se fez a substituição u = z − α
e também utilizou-se o limite fundamental apresentado na Equação (1.91). Deste




























Usando-se propriedades da função logaŕıtmica, e também o fato da função exponen-
















































κx2(1 + κ2x2)−1/2 + x√
1 + κ2x2 + κx
)
= x, (1.132)
o que leva, finalmente, ao resultado abaixo:
lim
κ→0
expκ (x) = exp(x) = e
x. (1.133)
Com posse dos resultados apresentados nas Equações (1.129) e (1.133), o limite











que é justamente a expressão conhecida para a distribuição de Maxwell-Boltzmann.
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Caṕıtulo 2
O Fenômeno de Alargamento
Doppler
Reator de Pesquisa RA-6, localizado em San Carlos de Bariloche, Argentina, nas
instalações do Centro Atómico Bariloche (CAB), vinculado à Comisión Nacional de
Enerǵıa Atómica (CNEA).
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Nos reatores nucleares, alguns nêutrons podem ser absorvidos na região de res-
sonâncias, e no projeto de tais reatores, um tratamento acurado da captura de
ressonância é essencial. O Fenômeno de Alargamento Doppler é adequadamente re-
presentado matematicamente na seção de choque microscópica da interação nêutron-
núcleo através da Função de Alargamento Doppler, também conhecida como Pri-
meira Função de Voigt. Fisicamente, esta função descreve o fenômeno de alarga-
mento de ressonâncias resolvidas em função da temperatura, o que causa um au-
mento na faixa de energias onde é mais provável que um nêutron seja capturado.
Matematicamente, ψ(x, ξ) pode ser interpretada como uma integral de convolução
entre uma função gaussiana e uma lorentziana. Outra função igualmente importante
é a Função do Termo de Interferência χ(x, ξ), ou segunda Função de Voigt, que deve
ser considerada no caso do espalhamento no formalismo de Breit-Wigner.
Neste caṕıtulo será apresentada uma dedução detalhada para as duas Funções de
Voigt, utilizando a distribuição de velocidades de Maxwell-Boltzmann, e serão estu-
dadas as principais propriedades destas duas funções. O detalhamento no decorrer
do texto pode parecer um tanto excessivo, mas é imporante que seja apresentado
desta forma, pois nos caṕıtulos 4 e 5, onde são abordadas as distribuições de ve-
locidades de Tsallis e Kaniadakis, respectivamente, é fundamental que se conheça
minuciosamente os detalhes dos cálculos envolvidos na obtenção dos resultados.
2.1 Expressão geral da Função de Alargamento
Doppler
Uma expressão detalhada para a distribuição de velocidades dos núcleos alvo
de um reator nuclear seria extremamente complexa, ou até mesmo imposśıvel de
se determinar, pois esta dependeria dos mais diversos fatores, tais como vibrações
atômicas na rede cristalina, movimento atômico em ĺıquidos e diversos outros pro-
cessos f́ısicos nada triviais. Felizmente, uma aproximação na qual se representa a
distribuição de velocidades destes núcleos como obedecendo a distribuição de ve-
locidades de Maxwell-Boltzmann, dada pela Equação (1.31), já é o suficiente para
muitos propósitos. Neste contexto, a seção de choque média de interação nêutron-
núcleo fica definida pela seguinte equação [4–8]:




|~v − ~V |σ(|~v − ~V |)F (V )d3V, (2.1)
sendo ~V a velocidade do núcleo alvo, ~v a velocidade do nêutron, V e v, respectiva-
mente, seus módulos e σ(|~v − ~V |) a seção de choque.
A velocidade relativa entre nêutron e núcleo é definida como ~vr = ~v−~V . Fazendo
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vr = |~vr|, e considerando uma distribuição isotrópica de velocidades, tem-se que:







V 2F (V )vrσ(vr)dΩ̂dV. (2.2)
Após abrir a integral no ângulo sólido e realizar a integração no ângulo azimutal
φ, chega-se ao resultado:







V 2F (V )vrσ(vr)senθdθdV, (2.3)
onde θ é o ângulo entre ~v e ~V . Faz-se agora uma mudança na variável de integração
de θ para vr e, para tal, usa-se a lei dos cossenos, proveniente da relação existente
entre vr e V ,
v2r = v
2 + V 2 − 2V v cos θ, (2.4)





Com essa mudança na variável de integração, a Equação (2.3) assume a forma:







V F (V )v2rσ(vr)dvrdV. (2.6)
Levando em conta o módulo que aparece no intervalo de integração para a variável
vr na Equação (2.6), faz-se necessário separar tal equação em duas integrais, como
segue:














V F (V )v2rσ(vr)dvrdV
]
, (2.7)
sendo a primeira integral correspondente à região onde V < v e a segunda à região
onde V > v. Procede-se, então, com uma mudança na ordem de integração, como
sugerido em [62]. A região de integração R1 da primeira integral dupla que aparece
na Equação (2.7) é limitada no plano V × vr inferiormente pela reta vr = v − V e
superiormente pela reta vr = v + V , com 0 ≤ V ≤ v. Já a região de integração R2
da segunda integral dupla é limitada inferiormente por vr = −v+V e superiormente
por vr = v + V , com v ≤ V . Essas regiões estão reprentadas na Figura 2.1, para o








2v vr = −v + V
vr = v + V
vr = v − V
Figura 2.1: Região de integração começando pela variável vr.
Ao fazer a mudança da ordem de integração, tem-se novamente duas integrais
duplas, sendo a primeira delas na região R3 limitada à direita pela reta V = v+vr e
à esquerda pela reta V = v− vr com 0 ≤ vr ≤ v, e a segunda na região R4, limitada
à direita pela reta V = v+ vr e à esquerda pela reta V = −v+ vr com vr ≥ v. Estas







V = v + vr
V = −v + vr
V = v − vr
Figura 2.2: Região de integração começando pela variável V .
Com a troca na ordem de integração, a Equação (2.7) fica:


















Está se trabalhando com uma distribuição isotrópica de velocidades, propriedade
esta que já foi utilizada, inclusive, na obtenção da Equação (2.2). Utilizando a
paridade de F (V ) dada pela Equação (1.31), tem-se a seguinte propriedade satisfeita:
∫ b
−a
V F (V )dV =
∫ b
a
V F (V )dV, (2.9)
o que permite escrever a Equação (2.8) como:







V F (V )v2rσ(vr)dV dvr. (2.10)
No caso de energias próximas à de ressonância, é posśıvel descrever a dependência
energética da seção de choque de captura por uma fórmula simples, válida para
T = 0K, conhecida como fórmula ńıvel único de Breit-Wigner (SLBW) de captura























é a energia no sistema nêutron núcleo alvo no referencial
do centro de massa, E
0CM
é a energia onde ocorre o pico de ressonância, também
no referencial do centro de massa, Γ é a chamada largura total da ressonância, Γγ
é a largura da linha radioativa, que caracteriza a probabilidade de que o núcleo
composto decaia via emissão gama e σ0 é o valor da seção de choque total, σγ(ECM),
na energia de ressonância E
0CM
. Nota-se que na Equação (2.10) precisa-se de σ(vr),
ao passo que na Equação (2.11) têm-se σ(E
CM
). Resolve-se esse problema sem
maiores dificuldades com uma mudança na variável de integração de vr para ECM ,
















Após a mudança de variável proposta, encontra-se a expressão:




























V F (V )dV dE
CM
, (2.13)








sendo mn a massa do nêutron. O termo que envolve as massas na Equação (2.13)













possibilitando rescrever a Equação (2.13) como:




































V F (V )dV dE
CM
. (2.16)
O termo envolvendo E
0CM
que aparece dentro da raiz quadrada na Equação



























assim, fazendo uso da Equação (2.19) para o termo E
0CM
restante, é posśıvel escrever
a Equação (2.16) como:

























V F (V )dV dE
CM
. (2.20)
Na Equação (2.18), nota-se que para o caso de núcleos pesados, M ≫ mn, com
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Levando em consideração que as energias mais importantes são as póximas da






que é a expressão conhecida para ΓD.










(E − E0), (2.24)
e se obtém o resultado:





























pode-se escrever a Equação (2.25) na forma:










onde define-se a Função de Alargamento Doppler:











V F (V )dV dy. (2.28)
A Equação (2.28) é uma forma conveniente de se escrever a Função de Alarga-
mento Doppler Ψ(x, ξ) para o trabalho proposto nesta tese, pois com essa equação,
basta substituir a expressão da distribuição que se deseja utilizar para prosseguir
com os cálculos e encontrar uma expressão final [64, 65]. Nos caṕıtulos seguintes, esse
estudo será realizado para duas distribuiçoes quase-maxwellianas, a saber, a distri-
buição de Tsallis no caṕıtulo 4 e a de Kaniadakis no caṕıtulo 5. No presente caṕıtulo,
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prossegue-se com a determinação da expressão da Função de Alargamento Doppler
com distribuição maxwelliana de velocidades. Para tal, substitui-se a Equação (1.31)
na Equação (2.28) e faz-se uma substituição simples do tipo u = −V 2/2v2th para se




























é a velocidade térmica e também o parâmetro de escala da distribuição.
2.2 Expressão geral da Função do Termo de In-
terferência
Na seção anterior, foram estudados os efeitos térmicos de movimentos nucleares
na captura ressonante. Com intuito de estudar o espalhamento, pode-se considerar
uma teoria mais genérica em termos de parâmetros fenomenológicos. Mas, infeliz-
mente, as expressões resultantes são tão complexas que acabam não apresentando
muitas aplicações práticas em cálculos usuais envolvendo F́ısica de Reatores. En-
tretanto, para baixas energias, onde apenas o espalhamento de onda-s pode ocorrer,
e dado que as ressonâncias envolvidas sejam resolvidas, estas expressões podem ser
drasticamente simplificadas. Neste contexto, existe um termo de espalhamento res-
sonante, cujo termo pode ser dado pelo formalismo de Breit-Wigner, com forma
análoga ao do Equação (2.11). Além disso, próximo a uma ressonância com ener-
gia E0, o seguinte termo, correspondente à interferência, deve ser adicionado ao




















Assim, tem-se a seguinte expressão para a seção de choque de espalhamento:

















X(x, ξ) + 4πR2. (2.32)
O primeiro termo da Equação (2.32) contém a Função de Alargamento Doppler
Ψ(x, ξ), definida na Equação (2.28), o segundo termo a Função do Termo de In-
terferência X(x, ξ) e o terceiro corresponde ao termo de espalhamento potencial.
Para obter uma expressão para a Função do Termo de Interferência X(x, ξ), deve-se
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substituir a Equação (2.31) na Equação (2.10). Assim, após realizar a mudança na


































V F (V )dV dE
CM
. (2.33)
Usando as Equações (2.15) e (2.23), e considerando núcleos alvo massivos, se





























V F (V )dV dy. (2.34)
Utilizando as Equações (2.17), (2.18) e (2.26), se tem que:











V F (V )dV dy. (2.35)
Assim como a Equação (2.28) para Ψ(x, ξ), a Equação (2.35) é uma forma con-
veniente para se escrever a Função do Termo de Interferência X(x, ξ) para o tra-
balho proposto nesta tese. Com procedimento análogo ao utilizado para se obter a





















2.3 As aproximações de Bethe e Placzek
A Função de Alargamento Doppler, escrita na forma dada pela Equação (2.29),
assim como o termo de interferência dado pela Equação (2.36), além de não possui-
rem solução anaĺıtica, apresentam formas extremamente complicadas. Deste modo,
a possibilidade de se fazer algumas aproximações pode ser muito útil. Para lidar
com este tipo de problema, Bethe e Placzek, em seu artigo de 1937 [26], tratam
de efeitos de ressonância em processos nucleares e, particularmente, para o caso
da Função de Alargamento Doppler, sugerem algumas aproximações para energias
próximas ao pico de ressonância. Essas aproximações são as seguintes:
1. Despreza-se a segunda exponencial que aparece nas Equações (2.29) e (2.36),
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ou seja, considera-se que:
[v(x) + vr(y)]
2 ≫ [v(x)− vr(y)]2; (2.37)
2. Baseado no fato da razão entre a energia onde ocorre o pico de ressonância e






























Com as duas primeiras aproximações, as Equações (2.29) e (2.36) assumem,
respecticamente, as seguintes formas:












































































Usando a Equação (2.44), o argumento da função exponencial que aparece na
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onde foram usadas as Equações (2.23), (2.24) e (2.30). Lançando mão das Equações







o que permite escrever os seguintes resultados para a Função de Alargamento
Doppler e para a Função do Termo de Interferência com as aproximações de Bethe
e Placzek:






















As funções definidas pelas Equações (2.47) e (2.48) também são conhecidas,
respectivamente, como primeira e segunda Função de Voigt.
2.4 Propriedades da Função de Alargamento
Doppler e da Função do Termo de Inter-
ferência
A Função de Alargamento Doppler com as aproximações de Bethe e Placzek,
dada pela Equação (2.47), possui as seguintes propriedades:
1. ψ(x, ξ) apresenta apenas valores positivos;
2. ψ(x, ξ) é simétrica em relação ao eixo vertical, ou seja, trata-se de uma função
par na variável x;
3. O alargamento aumenta com o aumento da temperatura, ou seja, à medida
que ξ diminui.
A primeira propriedade verifica-se facilmente ao se perceber que na Equação
(2.47), a Função de Alargamento Doppler é definida como uma integral imprópria
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e que tal função admite apenas valores positivos, o que implica que ψ(x, ξ) também
só possa admitir valores positivos.
A segunda propriedade pode ser verificada fazendo-se uso da expressão ma-
































































= ψ(x, ξ), (2.51)
o que mostra a paridade de ψ(x, ξ) na variável x.
A terceira propriedade também pode ser observada pela análise da Equação
(2.47). Esta demonstração é feita em duas etapas: na primeira, mostra-se que a
área abaixo da curva dada pela Equação (2.47) não depende da temperatura, ou
seja, é independente da variável ξ. Na segunda, mostra-se que quanto maior for
o valor de ξ, maior será a altura do pico. A primeira é resolvida simplesmente



































onde deve-se reparar que foi realizada uma inversão na ordem de integração.














































o que mostra que a área definida por ψ(x, ξ) não depende da temperatura. Termi-
nada esta primeira parte, precisa-se mostrar que quanto maior o valor de ξ, ou seja,
quanto menor a temperatura, maior é a altura do pico, o que pode ser traduzido ma-
tematicamente no problema de se mostrar que para δ > 0, então ψ(ξ+δ, 0) > ψ(ξ, 0).
Para tal, basta mostrar que a função definida por
ϕ(ξ) = 2
√







é estritamente crescente. Assim, faz-se a mudança de variáveis z = ξy, o que permite




































































)2 dz = ϕ(ξ + δ), (2.58)
como se queria mostrar. Assim, pode-se concluir que:
ψ(ξ + δ, 0) > ψ(ξ, 0). (2.59)
Com as Equações (2.54) e (2.59), fica demonstrada a terceira propriedade.
Na Figura 2.3, vê-se o comportamento da Função de Alargamento Doppler, dada
pela Equação (2.47), assim como da Função do Termo de Interferência, dado pela
Equação (2.48) para diversos valores da variável ξ. Em tais gráficos, é posśıvel notar
as três propriedades acima mencionadas.
Uma referência tradicional da área de F́ısica de Reatores são as tabelas obtidas
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em 1963 por Beynon e Grant [35], utilizando expansão em polinômios de Chebyshev
[36], assim como o método de Gauss-Hermite [37] para se obter os valores das Funções
de Voigt: a Função de Alargamento Doppler ψ(x, ξ) e a Função do Termo de In-
terferência χ(x, ξ). Esta tabela apresenta os valores destas funções para diversos
valores dos parâmetros x e ξ, e é tão importante que figura nos textos de vários li-
vros didáticos da área de F́ısica de Reatores, tais como o do Lamarsh [4], Duderstadt
& Hamilton [6] e Stacey [7].
Na Tabela 2.1, são apresentados os valores calculados, à partir de um código na
linguagem C, utilizando o método da Quadratura de Gauss-Legendre com 15 pontos
[66], para a Função de Alargamento Doppler dada pela Equação (2.47). Dos valores
obtidos, apenas 8 deles diferem dos encontrados na tabela dispońıvel em [35] e estes,
assim como os desvios percentuais, estão presentes na Tabela 2.2, onde a coluna para
ψBG(x, ξ) representa os valores para a Função de Alargamento Doppler obtidos por
Beynon e Grant em 1963, e a coluna para ψ(x, ξ) apresenta os valores calculados
utilizando-se o método da quadratura gaussiana aplicado na Equação (2.47). Do
mesmo modo, na Tabela 2.3 são apresentados os valores calculados, utilizando-se
o mesmo método numérico, para a Função do Termo de Interferência dada pela
Equação (2.48), assim como na Tabela 2.4 são apresentados os desvios percentuais
em relação aos dados apresentados por Beynon e Grant [35]. Deve se notar que
apesar de aparecerem para a Função do Termo de Interferência 14 valores com
desvios percentuais não nulos, tais desvios, em média, são uma ordem de grandeza
menores que os apresentados na Tabela 2.2.
Analisando as Tabelas 2.2 e 2.4, pode se perceber que o maior desvio percentual
entre ψBG(x, ξ) e ψ(x, ξ) corresponde ao valor de 0, 066% obtido para ξ = 0, 40 e
x = 8, assim como o maior desvio percentual entre χBG(x, ξ) and χ(x, ξ) corres-
ponde ao valor de 0, 00071% obtido para ξ = 0, 05 e x = 6, ou seja, os desvios
são todos despreźıveis. As Tabelas 2.1 e 2.3 serão tomadas como referência para
esta tese. Logo após as tabelas, os gráficos apresentados na Figura 2.3 ilustram
a Função de Alargamento Doppler ψ(x, ξ) e a Função do Termo de Interferência
χ(x, ξ), respectivamente, para diversos valores de ξ.
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Tabela 2.1: Valores da Função de Alargamento Doppler usando a Equação (2.47).
Função ψ(x, ξ)
ξ x = 0 x = 0.5 x = 1 x = 2 x = 4 x = 6 x = 8 x = 10 x = 20 x = 40
0,05 0,04309 0,04308 0,04306 0,04298 0,04267 0,04216 0,04145 0,04055 0,03380 0,01639
0,10 0,08384 0,08379 0,08364 0,08305 0,08073 0,07700 0,07208 0,06623 0,03291 0,00262
0,15 0,12239 0,12223 0,12176 0,11989 0,11268 0,10165 0,08805 0,07328 0,01695 0,00080
0,20 0,15889 0,15854 0,15748 0,15331 0,13777 0,11540 0,09027 0,06614 0,00713 0,00070
0,25 0,19347 0,19281 0,19086 0,18325 0,15584 0,11934 0,08277 0,05253 0,00394 0,00067
0,30 0,22624 0,22516 0,22197 0,20968 0,16729 0,11571 0,07043 0,03881 0,00314 0,00065
0,35 0,25731 0,25569 0,25091 0,23271 0,17288 0,10713 0,05726 0,02816 0,00289 0,00064
0,40 0,28679 0,28450 0,27776 0,25245 0,17360 0,09604 0,04569 0,02110 0,00277 0,00064
0,45 0,31477 0,31168 0,30261 0,26909 0,17052 0,08439 0,03670 0,01687 0,00270 0,00064
0,50 0,34135 0,33733 0,32557 0,28286 0,16469 0,07346 0,03025 0,01446 0,00266 0,00063
Tabela 2.2: Desvios percentuais não nulos entre ψBG(x, ξ) e ψ(x, ξ).
ξ x ψBG(x, ξ) ψ(x, ξ) %
0,25 2 0,18324 0,18325 0,005
0,30 8 0,07042 0,07043 0,014
0,30 10 0,03880 0,03881 0,026
0,35 8 0,05724 0,05726 0,035
0,35 10 0,02815 0,02816 0,036
0,40 4 0,17359 0,17360 0,006
0,40 8 0,04566 0,04569 0,066
0,40 10 0,02109 0,02110 0,047
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Tabela 2.3: Valores da Função do Termo de Interferência usando a Equação (2.48).
Função χ(x, ξ)
ξ x = 0 x = 0.5 x = 1 x = 2 x = 4 x = 6 x = 8 x = 10 x = 20 x = 40
0,05 0,00000 0,00120 0,00239 0,00478 0,00951 0,01414 0,01865 0,02297 0,04076 0,05221
0,10 0,00000 0,00458 0,00915 0,01821 0,03573 0,05192 0,06626 0,07833 0,10132 0,05957
0,15 0,00000 0,00986 0,01968 0,03894 0,07470 0,10460 0,12690 0,14096 0,12219 0,05342
0,20 0,00000 0,01680 0,03344 0,06567 0,12219 0,16295 0,18537 0,19091 0,11754 0,05170
0,25 0,00000 0,02515 0,04994 0,09714 0,17413 0,21908 0,23169 0,22043 0,11052 0,05103
0,30 0,00000 0,03471 0,06873 0,13219 0,22694 0,26757 0,26227 0,23199 0,10650 0,05069
0,35 0,00000 0,04529 0,08940 0,16976 0,27773 0,30565 0,27849 0,23236 0,10439 0,05049
0,40 0,00000 0,05674 0,11160 0,20890 0,32441 0,33286 0,28419 0,22782 0,10317 0,05037
0,45 0,00000 0,06890 0,13498 0,24880 0,36563 0,35032 0,28352 0,22223 0,10238 0,05028
0,50 0,00000 0,08165 0,15927 0,28875 0,40076 0,35998 0,27979 0,21729 0,10185 0,05022
Tabela 2.4: Desvios percentuais não nulos entre χBG(x, ξ) e χ(x, ξ).
ξ x χBG(x, ξ) χ(x, ξ) 10
−4%
0,05 6 0,01415 0,01414 7,1
0,15 40 0,05341 0,05342 1,9
0,20 8 0,18538 0,18537 0,5
0,25 6 0,21909 0,21908 0,5
0,25 8 0,23168 0,23169 0,4
0,30 0,5 0,03470 0,03471 2,9
0,35 6 0,30564 0,30565 2,8
0,35 8 0,27850 0,27849 0,4
0,35 20 0,10437 0,10439 1,9
0,40 4 0,32442 0,32441 0,3
0,40 20 0,10316 0,10317 1,0
0,45 6 0,35033 0,35032 0,3
0,45 8 0,28351 0,28352 0,4
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Figura 2.3: Comportamento da Função de Alargamento Doppler e da Função do
Termo de Interferência variando ξ.
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Caṕıtulo 3
Análise das aproximações de
Bethe e Placzek
Hans Albrech Bethe (1906 - 2005) e George Placzek (1905 - 1955)
Foto de Hans Bhete extráıda de https://en.wikipedia.org/wiki/Hans Bethe e
de George Placzek extráıda de https://www.zob.cz/vzdelavani/osobnosti/placzek-
georg/. Acesso em 10 de abr de 2019.
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A Função de Alargamento Doppler, estudada no caṕıtulo 2, é baseada em algu-
mas aproximações, propostas em 1937 por Bethe e Placzek [26]. Neste caṕıtulo, o
papel de se desconsiderar cada uma destas aproximações é avaliado individualmente,
bem como suas combinações em pares, e também é investigado em que situações
tais aproximações deixam de ser razoáveis. Tomando como referência a Função de
Alargamento Doppler com todas as aproximações de Bethe e Placzek, definida pela
Equação (2.47), identifica-se as aproximações mais importantes, correlacionando-as
com a f́ısica envolvida em cada uma delas.
3.1 Funções de Alargamento Doppler generaliza-
das
Toma-se como ponto de partida a Equação (2.29), a forma mais geral posśıvel
para a Função de Alargamento Doppler baseada na distribuição maxwelliana de
velocidades. A fim de se obter para a Função de Alargamento Doppler uma expressão
sem nenhum tipo de aproximação, deve-se escrever os argumentos das exponenciais
que aparecem na Equação (2.29) em termos das grandezas y e x definidas pelas
Equações (2.23) e (2.24), além dos parâmetros nucleares dos isótopos envolvidos.





























Substituindo, então, as Equações (3.3) e (3.4) nas Equações (3.1) e (3.2), respec-


















































Deste modo, escreve-se os argumentos das exponenciais que aparecem na



























Lançando mão do resultado apresentado na Equação (3.8), escreve-se a seguinte

































(x+ 2E0/Γ) , (3.10)
Ξ(y) = y + 2E
0
/Γ. (3.11)
De acordo com a forma da Equação (3.9), fica evidente que tanto Λ(x) quanto
Ξ(y) devem ser não-negativas. Assim, torna-se necessário entender o motivo de tais
restrições. Para Λ(x), temos:
Λ(x) > 0 ⇒ x+ 2E0
Γ







> 0 ⇒ E(x) > 0, (3.12)
onde se fez uso da Equação (3.4).
Percebe-se, então, que a não-negatividade de Λ(x) implica diretamente na não-
negatividade de E(x), que nada mais é do que a energia do nêutron incidente, escrita
em termos do parâmetro x, definido pela Equação (2.24). Como se trata de uma
energia puramente cinética, esta não pode ser negativa, o que justifica fisicamente o
fato de que se deve ter Λ(x) > 0.
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Já para Ξ(y), com aux́ılio de Equação (2.23), tem-se que:
Ξ(y) > 0 ⇒ y + 2E0
Γ








> 0 ⇒ E
CM
(y) > 0, (3.13)
ou seja, de forma análoga, nota-se que a não negatividade de Ξ(y) implica direta-
mente na não-negatividade de E
CM
(y), que consiste na energia cinética do sistema
nêutron núcleo no referencial do centro de massa, escrita em termos do parâmetro
y, definido pela Equação (2.23), e que de fato deve ser não nula. Pode-se notar,
analisando a Equação (3.13), que a restrição imposta para a variável y pelo fato de




o que mostra que o fato de se ter Ξ(y) > 0 implica que y deve estar justamente no
intervalo de integração da expressão que define Ψ(x, ξ). Assim, pode-se perceber
que não existe nenhum tipo de indefinição imposta pelas ráızes quadradas que apa-
recem nos argumentos das funções exponenciais presentes na Equação (3.9). Mas
entretanto, deve se ter cautela ao se desconsiderar separadamente cada uma das
aproximações de Bethe e Placzek.
A aproximação introduzida pela Equação (2.38) não pode ser considerada de
forma isolada, pois se esta for imposta na Equação (3.9), a condição da não negati-
vidade de Ξ(y) não seria respeitada por todos os pontos do intervalo de integração, o
que geraria uma indefinição. Assim, a segunda aproximação, definida pela Equação
(2.38), só pode ser considerada em conjunto com a terceira, definida pela Equação
(2.39). Deste modo, com o intuito de se avaliar as aproximações de Bethe e Placzek,
define-se as seguintes funções:
1. ψ(x, ξ): Função de Alargamento Doppler considerando todas as aproximações
de Bethe e Placzek;
2. ψ1(x, ξ): Função de Alargamento Doppler desprezando apenas a primeira apro-
ximação de Bethe e Placzek, dada pela Equação (2.37);
3. ψ2(x, ξ): Função de Alargamento Doppler desprezando apenas a segunda apro-
ximação de Bethe e Placzek, dada pela Equação (2.38);
4. ψ12(x, ξ): Função de Alargamento Doppler desprezando a primeira e a segunda
aproximação de Bethe e Placzek, dadas pelas Equações (2.37) e (2.38);
5. ψ23(x, ξ): Função de Alargamento Doppler desprezando a segunda e a terceira
aproximação de Bethe e Placzek, dadas pelas Equações (2.38) e (2.39);
6. Ψ(x, ξ): Função de Alargamento Doppler desprezando todas as aproximações
de Bethe e Placzek.
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As funções definidas por ψ(x, ξ) e Ψ(x, ξ) já estão estabelecidas pelas equações
(2.47) e (3.9), respectivamente. Faz-se necessário a definição das demais.
Para a função definida por ψ1(x, ξ), deve-se retornar para a Equação (2.29) e usar
a aproximação definida na Equação (2.39), com o intuito de se escrever a exponencial
que agora não mais será desprezada. Para tal, usam-se as Equações (2.14) e (2.43)
para obter:





















































onde foram usadas as Equações (2.23) e (2.24). Finalmente, com uso das Equações






































Para obter ψ2(x, ξ), basta não estender o limite inferior de integração de −2E0/Γ














Para obter ψ12(x, ξ), basta considerar em conjunto as condições que deram origem


























Finalmente, para se obter ψ23(x, ξ), deve-se manter o limite inferior de integração
em −2E0/Γ e, além disso, a exponencial que aparece na Equação (2.47) não pode
ter o seu argumento aproximado, e deve manter a mesma forma exibida na Equação


















Nota-se que as funções definidas pelas Equações (3.9), (3.18), (3.19), (3.20) e
(3.21) apresentam explicitamente os parâmetros nucleares E0 e Γ. Assim, para pros-
seguimento deste estudo, é necessário se considerar ressonâncias espećıficas, onde tais
parâmetros estejam estabelecidos. Os valores dos parâmetros, para as ressonâncias
consideradas nesta tese, podem ser visualizados na Tabela 3.1.
Tabela 3.1: Parâmetros nucleares para os isotópos 238U e 239Pu.
E0(eV ) Γn(eV ) Γγ(eV ) Γ(eV )
238U 6, 673491 0, 00148 0, 0230 0, 02448
239Pu 0, 2964346 0, 00008 0, 0393 0, 03938
Com o intuito de se avaliar o efeito de se desprezar a primeira aproximação de
Bethe e Placzek, avalia-se a razão entre as exponenciais que aparecem no integrando
















Para realizar tal comparação, escolhe-se x = y = 0. Esta escolha é razoável
pois a variável x = 0 representa um nêutron incidente cuja energia é exatamente
a energia da ressonância, e y = 0, o valor para a variável de integração onde o
integrando que aparece na Equação (2.47) assume o seu valor máximo. Assim, se
tem a seguinte grandeza a considerar:







Usando as Equações (2.22) e (2.26) , pode-se rescrever a Equação (3.23) como:
R(0, 0) = e
− 4AE0
kBT . (3.24)
Assim, com os dados da Tabela 3.1, constrói-se a Tabela 3.2, considerando-se as
temperaturas 300K, 800K e 1500K.
60
Tabela 3.2: Ordens de grandeza para R(0, 0) para a ressonância de 6, 67eV do 238U
e a de 0, 296eV do 239Pu.
T = 300K T = 800K T = 1500K
238U 10−106728 10−40023 10−21346
239Pu 10−4761 10−1785 10−952
Como se pode notar na Tabela 3.2, as ordens de grandezas envolvidas são ı́nfimas,
o que leva a concluir que ao se desprezar a primeira das aproximações de Bethe e
Placzek não se introduz nenhuma diferença significativa nos valores da Função de
Alargamento Doppler.
Para se avaliar o efeito de se desconsiderar a segunda das aproximações de Bethe e
Placzek, deve-se lembrar que a Função de Alargamento Doppler, também conhecida
como primeira Função de Voigt, nada mais é do que a convolução de uma gaussiana
com uma lorentziana. Como parâmetro para se avaliar o efeito de se estender o
limite inferior de integração, compara-se o desvio padrão da gaussiana envolvida [39]
com o módulo do limite inferior de integração |Linf | = 2E0/Γ. Tal desvio padrão é








































Na Tabela 3.3 estão reportadas as razões definidas pela Equação (3.27) conside-
rando as temperaturas 300K, 800K e 1500K para as ressonâncias estudadas.
Tabela 3.3: Razão entre o módulo do limite inferior de integração e o desvio padrão







238U 175, 27 107, 33 78, 38
239Pu 37, 02 22, 67 16, 55
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Como se pode notar, a menor razão presente na Tabela 3.3 corresponde ao va-
lor de 16, 55, considerando a ressonância do plutônio com temperatura de 1500K.
Levando em consideração que para um intervalo de três desvios padrão o erro in-
troduzido ao se truncar o intervalo de integração já é em torno de 0, 27%, pode-se
concluir que o erro introduzido ao se adotar a segunda das aproximações de Bethe
e Placzek, assim como no caso da primeira, também é despreźıvel.
Conclui-se, então, que tanto a primeira quanto a segunda aproximação de Bethe
e Placzek introduzem erros ı́nfimos no cálculo da Função de Alargamento Doppler,
de modo que as expressões dadas pelas Equações (3.18) e (3.19) vão fornecer, na or-
dem de grandeza usualmente considerada, os mesmos valores que a Equação (2.47).
Além disso, estas duas aproximações possuem naturezas diferentes: a primeira é jus-
tificada pela razão entre as exponenciais da Equação (3.20), e a segunda justifica-se
considerando um pico ressonante estreito e alto. Neste contexto, pode-se concluir
que a Função de Alargamento Doppler obtida ao se desconsiderar as duas primei-
ras aproximações de Bethe e Placzek, definida pela Equação (3.20), também não
introduzirá um erro apreciável.
Com o intuito de avaliar a terceira aproximação, a Figura 3.1 mostra, para as
duas ressonâncias consideradas, os comportamentos de ψ(x, ξ) e ψ23(x, ξ) em linha
cont́ınua e tracejada, respectivamente. Para a ressonância do 239Pu, os gráficos estão
tão próximos que parecem superpostos. Para o 238U, percebe-se um desvio para a
direita nos gráficos onde a terceira aproximação de Bethe e Placzek foi desprezada.
239Pu
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Figura 3.1: Funções de Alargamento Doppler ψ(x, ξ) e ψ23(x, ξ) para a ressonância




= 6, 67eV com T = 300K, T = 800K e T = 1500K.
Para avaliar quantitativamente a diferença entre esses dois comportamentos fun-
cionais, considera-se o caso em que o nêutron incidente tem exatamente a energia
de ressonância, x = 0. A Figura 3.2 mostra o comportamento em função da tem-
peratura de ψ(0, ξ) e ψ23(0, ξ) para a ressonância do plutônio, e a Figura 3.3 para
a ressonância do urânio. O intervalo de temperatura foi escolhido de T = 300K
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a T = 1500K, por ser o usual em um núcleo de reator nuclear. À direita, pode-
se ver o desvio percentual entre a Função de Alargamento Doppler considerando
todas as aproximações de Bethe e Placzek ψ(x, ξ) avaliada em x = 0 e a Função
de Alargamento Doppler ψ23(x, ξ), obtida desconsiderando a segunda e a terceira
aproximações. Pode-se notar que o desvio percentual para a ressonância do plutônio
é cerca de duas ordens de grandeza inferior à ressonância do urânio. Além disso,
o comportamento decrescente dos gráficos para o desvio percentual mostra que as
aproximações de Bethe e Placzek tornam-se melhores conforme a temperatura au-
menta.
Temperatura (103K)









































E0 = 0, 296eV
Figura 3.2: Funções de Alargamento Doppler ψ(x, ξ) e ψ23(x, ξ) para a ressonância
do 239Pu com energia E0 = 0, 296eV para T = 300K, T = 800K e T = 1500K.
Temperatura (103K)











































E0 = 6, 67eV
Figura 3.3: Funções de Alargamento Doppler ψ(x, ξ) e ψ23(x, ξ) para a ressonância
do 238U com energia E
0
= 6, 67eV para T = 300K, T = 800K e T = 1500K.
A primeira das aproximações, definida pela Equação (2.37), pode parecer apenas
um argumento matemático a primeira vista, mas esta aproximação se justifica ao
se perceber que as velocidades definidas por v(x) e vr(y) possuem valores grandes,
porém próximos, o que faz com que a razão entre diferença e soma destas velocida-
des seja um número muito pequeno. De fato, levando-se em conta a Equação (1.37),
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que fornece a velocidade mais provável para um gás ideal com temperatura T cujas
moléculas possuam massa M , pode-se mostrar que, para o intervalo de temperatu-
ras considerado, de 300K a 1500K, verifica-se que a velocidade mais provável do
nêutron varia, aproximadamente, entre 2200m/s e 5000m/s. Além disso, pode-se








o que fornece, para os isótopos envolvidos, uma razão maior que 0, 99.
A segunda das aproximações é baseada no fato da razão entre a altura do pico de
energia e a largura prática ser grande em comparação ao desvio padrão da gaussiana
que aparece no integrando da Função de Alargamento Doppler em convolução com
a lorentziana, e não requer maiores explanações.
Finalmente, com intuito se de entender a tercerira aproximação, substitui-se as

































⇒ 2vvr ≈ v2 + v2r ⇒
⇒ v2 − 2vvr + v2r ≈ 0 ⇒ (v − vr)2 ≈ 0 ⇒ vr ≈ v,(3.30)
ou seja, percebe-se que a justificativa para se adotar a terceira das aproximações
de Bethe e Placzek é a de se considerar núcleos alvo massivos, e também que a
velocidade do nêutron seja muito próxima da velocidade relativa entre nêutron e
núcleo alvo. Percebe-se que esta condição f́ısica é a mesma utilizada para se justificar
a primeira aproximação.
Deve-se destacar que os parâmetros nucleares E
0
e Γ aparecem de forma expĺıcita
no integrando da expressão da Função de Alargamento Doppler sem aproximações,
dada pela Equação (3.9). Assim, nota-se a possibilidade da investigação da influência
da segunda aproximação de Bethe e Placzek também no integrando. Tal investigação
é o assunto da seção seguinte.
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3.2 Uma abordagem alternativa das apro-
ximações de Bethe e Placzek
No estudo realizado na seção 3.1, foi percebido que a terceira das aproximações
de Bethe e Placzek, dada pela Equação (2.39), não pode ser considerada sem se
levar em conta, conjuntamente, a segunda delas, dada pela Equação (2.38). Pois
caso contrário, seria gerada uma indefinição no integrando oriunda da raiz quadrada
de valores negativos. Porém, ao observar o integrando da Equação (3.9), nota-se que
este depende dos parâmetors Γ e E0 , que são os parâmetros envolvidos na segunda
das aproximações de Bethe e Placzek. Assim, surge a questão: será que a segunda
aproximação também não gera alguma consequência para o integrando? Com o
intuito de abordar esta questão, deve-se trabalhar no argumento das exponenciais



























onde, com aux́ılio das Equações (3.10) e (3.11), F (x, y) se define do seguinte modo:




/Γ) (y + 2E
0
/Γ). (3.32)
Na Equação (3.32), tem-se uma função de duas variáveis, e deseja-se fazer uma
expansão em série de potências em primeira ordem. A expressão completa para este
tipo de expansão pode ser escrita como segue [67]:




























j!(n− j)! , (3.34)






(x0, y0) = F (x0, y0). (3.35)
Usando a Equação (3.33) até primeira ordem em torno do ponto (0, 0), chega-se
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ao seguinte:












[(x+ 2E0/Γ) (y + 2E0/Γ)]
2
√




















o que leva aos seguintes coeficientes para a expansão pretendida:













Finalmente, substituindo a Equação (3.39) na Equação (3.36):
































































Ao considerar o caso de núcleos alvo massivos, pode-se aproximar α(A) ≈ 1, e a
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(x− y)2 . (3.46)
Substituindo as Equações (3.45) e (3.46) na Equação (3.9), percebe-se que é
obtido exatamente o resultado apresentado na Equação (3.20). A Equação (3.20)
foi obtida usando a terceira aproximação de Bethe e Placzek nos argumentos das
exponencias presentes na Equação (2.29), através dos resultados intermediários apre-
sentados nas Equações (2.46) e (3.16). Curiosamente, ao se considerar no integrando
a utilização da segunda aproximação de Bethe e Placzek, chega-se exatamente ao
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4.1 Funções de Voigt com estat́ıstica de Tsallis
Considera-se, agora, uma distribuição de núcleos alvo obedecendo a distribuição
de Tsallis, definida pelas Equações (1.57), (1.63) e (1.72). Segue-se, basicamente, os
mesmos passos do caṕıtulo 2. Como tal distribuição também é isotrópica, sua for-
mulação matemática preserva a propriedade de paridade na variável V , e as Equações
(2.28) e (2.35) podem ser utilizadas. Porém, deve-se ter cautela com os limites de
integração na variável y, pois como foi visto no caṕıtulo 1, a distribuição de Tsallis
introduz um corte para as velocidades permitidas, como ilustrado na Equação (1.61).
Assim, pode-se definir a Função de Alargamento Doppler de Tsallis e a Função do
Termo de Interferência de Tsallis como segue:




































onde os limites de integração Linf e Lsup dependem do corte de velocidades supra-
citado, e devem ser determinados. Para trabalhar com as Equações (4.1) e (4.2),




[1 + (1− q)α]
1
1−q dα. (4.3)
Para realizar tal integração, faz-se uso de uma substituição simples do tipo:

























+1 + C. (4.5)




(2− q) [1 + (1− q)α]
1
1−q
+1 + C =
=
1





(2− q) [1 + (1− q)α] expq(α), (4.7)
chega-se a:
∫
expq(α)dα = iexpq(α) + C, (4.8)
onde deve-se reparar que a função iexpq também pode ser escrita como:
iexpq(α) =
1
(2− q) [1 + (1− q)α]
2−q
1−q , (4.9)
porém, o que se precisa, de acordo com a Equação (4.1), é da integral da função





[1 + (q − 1)α] exp2−q(α) =
1
q




exp2−q(α)dα = iexp2−q(α) + C. (4.11)
Para resolver a integral na variável V que aparece nas Equações (4.1) e (4.2),
é feita uma substituição simples do tipo u = −V 2/2v2th, além de se fazer uso das























Impondo na Equação (4.12) os resultados advindos das aproximações de Bethe e

















A função iexp2−q que aparece na Equação (4.13) é definida em termos da função
exp2−q. Assim, seu argumento também deve respeitar a natureza positiva que deu
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origem ao resultado apresentado na Equação (1.61). Deste modo, se tem o seguinte:







≥ 0 ⇒ (x− y)2 ≤ 4
ξ2(q − 1) . (4.14)
Esta condição pode ser escrita como:






q − 1 . (4.16)
Assim, ao se considerar também a segunda aproximação de Bethe e Placzek,
dada pela Equação (2.38), os limites de integração para a variável y que aparecem
nas Equações (4.1) e (4.2) são dados por:
Linf = x− xq, (4.17)
Lsup = x+ xq. (4.18)
De posse dos limites de integração, após a substituição das Equações (4.13),
(4.17) e (4.18) nas Equações (4.1) e (4.2), chega-se aos seguintes resultados:
























































Pode-se chamar estas novas Funções de Funções de Voigt q-deformadas ou
Funções de Voigt com estat́ıstica de Tsallis.
4.2 Resultados
Nesta seção, os resultados obtidos para a Função de Alargamento Doppler de
Tsallis ψq(x, ξ), assim como para a Função do Termo de Interferência de Tsallis
χq(x, ξ), deduzidos nesta tese, são reportados. São apresentados resultados tanto
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na forma de tabelas como na forma de gráficos. Assim, é posśıvel fazer uma análise
quantitativa e também qualitativa dos resultados obtidos. Para avaliar as integrais
nas Equações (4.19) e (4.20), utiliza-se o método de quadratura de Gauss-Legendre
com 15 pontos [66], cujos pontos de Legendre xi utilizados e seus respectivos pesos
encontram-se na Tabela B.1, no Apêndice B.
É amplamente conhecido o fato dos reatores nucleares em operação atualmente
possuirem seus projetos baseados na distribuição de Maxwell-Boltzmann. Assim,
para alguma condição operacional além das bases do projeto, ou em novos projetos
de reatores que possam ser desenvolvidos, pode ser relevante considerar outro tipo de
distribuição de velocidades, embora não se espere um grande desvio da distribuição
maxwelliana. Assim, para estudar a influência de algum desvio do comportamento
maxwelliano, o intervalo do caso não deformado q = 1, 0 até q = 1, 5, com um
incremento de 0, 1, foi o considerado. Nesta faixa de valores, é posśıvel estudar
a influência de se utilizar a distribuição de Tsallis na descrição do Fenômeno de
Alargamento Doppler.
Nas Tabelas 4.1 a 4.5 podem ser encontrados, para o intervalo escolhido para
o parâmetro q, os valores para a Função de Alargamento Doppler de Tsallis, as-
sim como seus respectivos desvios percentuais em relação aos valores da Função de
Alargamento Doppler usual, mostrados na Tabela 2.1. Tais valores foram calculados
usando as Equações (4.19) e (B.2). As Figuras 4.1 a 4.5 ilustram o comportamento da
Função de Alargamento Doppler de Tsallis definida pela Equação (4.19) para vários
valores do parâmetro q, bem como a Função de Alargamento Doppler maxwelliana
dada pela Equação (2.47), considerando alguns valores para o parâmetro ξ.
Nas Tabelas 4.6 a 4.10, são apresentados os resultados para a Função do Termo
de Interferência de Tsallis e seus respectivos desvios percentuais dos valores da
Função do Termo de Interferência usual mostrados na Tabela 2.3. Finalmente, nas
Figuras 4.6 a 4.10 estão representadas a Função do Termo de Interferência de Tsallis
definido pela Equação (4.20) juntamente com a Função de Termo de Interferência
maxwelliana, dada pela Equação (2.48).
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Tabela 4.1: Valores da Função de Alargamento Doppler de Tsallis para q = 1, 1 calculados utilizando a Equação (4.19).
A função ψq(x, ξ) e seu desvio percentual de ψ(x, ξ).



























































































































Tabela 4.2: Valores da Função de Alargamento Doppler de Tsallis para q = 1, 2 calculados utilizando a Equação (4.19).
A função ψq(x, ξ) e seu desvio percentual de ψ(x, ξ).



























































































































Tabela 4.3: Valores da Função de Alargamento Doppler de Tsallis para q = 1, 3 calculados utilizando a Equação (4.19).
A função ψq(x, ξ) e seu desvio percentual de ψ(x, ξ).



























































































































Tabela 4.4: Valores da Função de Alargamento Doppler de Tsallis para q = 1, 4 calculados utilizando a Equação (4.19).
A função ψq(x, ξ) e seu desvio percentual de ψ(x, ξ).



























































































































Tabela 4.5: Valores da Função de Alargamento Doppler de Tsallis para q = 1, 5 calculados utilizando a Equação (4.19).
A função ψq(x, ξ) e seu desvio percentual de ψ(x, ξ).







































































































































−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 05 q →1, 0+
q = 1, 1
q = 1, 2
q = 1, 3
q = 1, 4













−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 10 q →1, 0+
q = 1, 1
q = 1, 2
q = 1, 3
q = 1, 4
q = 1, 5
Figura 4.1: Comportamento da Função de Alargamento Doppler de Tsallis variando


















−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 15 q →1, 0+
q = 1, 1
q = 1, 2
q = 1, 3
q = 1, 4


















−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 20 q →1, 0+
q = 1, 1
q = 1, 2
q = 1, 3
q = 1, 4
q = 1, 5
Figura 4.2: Comportamento da Função de Alargamento Doppler de Tsallis variando






















−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 25 q →1, 0+
q = 1, 1
q = 1, 2
q = 1, 3
q = 1, 4






















−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 30 q →1, 0+
q = 1, 1
q = 1, 2
q = 1, 3
q = 1, 4
q = 1, 5
Figura 4.3: Comportamento da Função de Alargamento Doppler de Tsallis variando



























−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 35 q →1, 0+
q = 1, 1
q = 1, 2
q = 1, 3
q = 1, 4


























−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 40 q →1, 0+
q = 1, 1
q = 1, 2
q = 1, 3
q = 1, 4
q = 1, 5
Figura 4.4: Comportamento da Função de Alargamento Doppler de Tsallis variando





























−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 45 q →1, 0+
q = 1, 1
q = 1, 2
q = 1, 3
q = 1, 4





























−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 50 q →1, 0+
q = 1, 1
q = 1, 2
q = 1, 3
q = 1, 4
q = 1, 5
Figura 4.5: Comportamento da Função de Alargamento Doppler de Tsallis variando
q para ξ = 0, 45 (à esquerda) e ξ = 0, 50 (à direita).
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Tabela 4.6: Valores da Função do Termo de Interferência de Tsallis para q = 1, 1 calculados de acordo com a Equação (4.20).
A função χq(x, ξ) e seu desvio percentual de χ(x, ξ).



























































































































Tabela 4.7: Valores da Função do Termo de Interferência de Tsallis para q = 1, 2 calculados de acordo com a Equação (4.20).
A função χq(x, ξ) e seu desvio percentual de χ(x, ξ).



























































































































Tabela 4.8: Valores da Função do Termo de Interferência de Tsallis para q = 1, 3 calculados de acordo com a Equação (4.20).
A função χq(x, ξ) e seu desvio percentual de χ(x, ξ).



























































































































Tabela 4.9: Valores da Função do Termo de Interferência de Tsallis para q = 1, 4 calculados de acordo com a Equação (4.20).
A função χq(x, ξ) e seu desvio percentual de χ(x, ξ).



























































































































Tabela 4.10: Valores da Função do Termo de Interferência de Tsallis para q = 1, 5 calculados de acordo com a Equação (4.20).
A função χq(x, ξ) e seu desvio percentual de χ(x, ξ).







































































































































ξ = 0, 05q →1, 0+
q = 1, 1
q = 1, 2
q = 1, 3
q = 1, 4
q = 1, 5
x











ξ = 0, 10q →1, 0+
q = 1, 1
q = 1, 2
q = 1, 3
q = 1, 4
q = 1, 5
Figura 4.6: Comportamento da Função do Termo de Interferência de Tsallis variando
q para ξ = 0, 05 (à esquerda) e ξ = 0, 10 (à direita).
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ξ = 0, 15q →1, 0+
q = 1, 1
q = 1, 2
q = 1, 3
q = 1, 4
q = 1, 5
x

















ξ = 0, 20q →1, 0+
q = 1, 1
q = 1, 2
q = 1, 3
q = 1, 4
q = 1, 5
Figura 4.7: Comportamento da Função do Termo de Interferência de Tsallis variando
q para ξ = 0, 15 (à esquerda) e ξ = 0, 20 (à direita).
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ξ = 0, 25q →1, 0+
q = 1, 1
q = 1, 2
q = 1, 3
q = 1, 4
q = 1, 5
x





















ξ = 0, 30q →1, 0+
q = 1, 1
q = 1, 2
q = 1, 3
q = 1, 4
q = 1, 5
Figura 4.8: Comportamento da Função do Termo de Interferência de Tsallis variando
q para ξ = 0, 25 (à esquerda) e ξ = 0, 30 (à direita).
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ξ = 0, 35q →1, 0+
q = 1, 1
q = 1, 2
q = 1, 3
q = 1, 4
q = 1, 5
x

























ξ = 0, 40q →1, 0+
q = 1, 1
q = 1, 2
q = 1, 3
q = 1, 4
q = 1, 5
Figura 4.9: Comportamento da Função do Termo de Interferência de Tsallis variando
q para ξ = 0, 35 (à esquerda) e ξ = 0, 40 (à direita).
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ξ = 0, 45q →1, 0+
q = 1, 1
q = 1, 2
q = 1, 3
q = 1, 4
q = 1, 5
x




























q = 1, 1
q = 1, 2
q = 1, 3
q = 1, 4
q = 1, 5
ξ = 0, 50
Figura 4.10: Comportamento da Função do Termo de Interferência de Tsallis vari-
ando q para ξ = 0, 45 (à esquerda) e ξ = 0, 50 (à direita).
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Este caṕıtulo aborda as consequências de se considerar o movimento aleatório
dos núcleos alvo como dado pela distribuição não extensiva de Tsallis no estudo
do Fenômeno de Alargamento Doppler. Neste contexto, novas Funções de Voigt
deformadas batizadas como Função de Alargamento Doppler de Tsallis ψq(x, ξ) e
Função do Termo de Interferência de Tsallis χq(x, ξ), definidas pelas Equações (4.19)
e (4.20) são obtidas. Estas funções dependem de um parâmetro de deformação q,
e quando o limite de q → 1 é tomado, se obtém como resultado as Funções de
Voigt usuais, dadas pelas Equações (2.47) e (2.48). Estas novas expressões, que
apresentam em sua forma integrais que, como no caso maxwelliano, não possuem
soluções anaĺıticas, foram avaliadas utilizando o método da quadratura de Gauss-
Legendre, método numérico amplamente utilizado e bem estabelecido na literatura.
Analisando os gráficos apresentados, é posśıvel perceber que, para uma dada
ressonância, se o parâmetro ξ é mantido constante, o Efeito de Alargamento Doppler
é deformado e depende do parâmetro q, e também é posśıvel notar que, à medida
que q aumenta, o fenômeno de Alargamento Doppler é atenuado, isto é, o parâmetro
de deformação q suaviza o Efeito de Alargamento Doppler. A mudança de perfil
para a Função de Alargamento Doppler pode afetar tanto a absorção ressonante
quanto o espalhamento ressonante e, neste caso, o Termo de Interferência torna-se
relevante. Também pode-se perceber, analisando as Equações (2.28) e (2.35), que
a metodologia utilizada se aplica a qualquer distribuição isotrópica de velocidades,




Doppler com Estat́ıstica de
Kaniadakis
Fachada do Politecnico di Torino, localizado em Turim, Itália
Imagem extráıda de http://www.studyintorino.it. Acesso em 30 de abr de
2019.
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5.1 Expressão geral da Função de Alargamento
Doppler e da Função do Termo de Inter-
ferência com estat́ıstica de Kaniadakis
Considera-se, agora, núcleos alvo cujas velocidades obedecem a distribuição de
Kaniadakis, definida pelas Equações (1.106), (1.98) e (1.97) para o caso onde n =
3. Segue-se, basicamente, os mesmos passos do caṕıtulo 2. Como tal distribuição
é isotrópica, sua formulação matemática preserva a propriedade de paridade na
variável V , e as Equações (2.28) e (2.35) podem ser utilizadas. Assim, tem-se que:




































Com o resultado apresentado nas Equações (5.1) e (5.2), fica evidente a necessi-





κ2α2 + 1 + κα
)1/κ
dα. (5.3)
Inicialmente, faz-se a seguinte substituição trigonométrica:
κα = tan θ → dα = 1
κ
sec2 θdθ, (5.4)






(sec θ + tan θ)1/κ sec2 θ dθ. (5.5)









1− z2 , (5.7)
sec θ =
1 + z2






























(1− z)(1 + z)
]1/κ [
(1 + z2)2

























1 + 2z + z2 − 2z











(1 + z)2 − 2z





















(1− z)2(1 + z)2 . (5.10)
A primeira integral que aparece na Equação (5.10) resolve-se por meio de uma
substituição simples, do tipo:
w =
1 + z
1− z → dw =
2dz
























Já a outra integral que aparece na Equação (5.10), resolve-se fazendo uma inte-

















































































(1− z)2 , (5.15)















































































































































= κ tan θ − sec θ, (5.20)




(1 + z)(1 − z) =





1− z2 = sec θ + tan θ. (5.21)




κ tan θ − sec θ
κ2 − 1
)
(sec θ + tan θ)1/κ + C =
=
(
κ tan θ −
√





tan2 θ + 1 + tan θ
)1/κ
+ C. (5.22)











κ2α+ 1 + κ2α
)1/κ
+ C. (5.23)









expκ(α) + C = iexpκ(α) + C, (5.24)















Após uma substituição simples do tipo u = −V 2/2v2th, a integral na variável V









































































que podem ser chamadas de Função de Alargamento Doppler de Kaniadakis e
Função do Termo de Interferência de Kaniadakis. A constante Bκ que aparece nas















Γ(1/2|κ| − 3/4) . (5.30)
Com as Equações (1.129) e (5.26), percebe-se facilmente que no limite κ→ 0, as
Equações (5.28) e (5.29) reproduzem as Equações (2.29) e (2.36).
5.2 Funções de Voigt com estat́ıstica de
Kaniadakis
Nesta seção, são obtidas as expressões para a Função de Alargamento Doppler
e a Função do Termo de Interferência de Kaniadakis considerando as aproximações
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de Bethe e Placzek. Pode-se chamar estas novas Funções de Funções de Voigt κ-
deformadas ou Funções de Voigt com estat́ıstica de Kaniadakis. A primeira das
aproximações, apresentada pela Equação (2.37), consiste em desprezar o segundo
termo que aparece nas Equações (5.28) e (5.29). A segunda delas, apresentada na
Equação (2.38), estende o limite de integração para −∞ e a terceira, dada pela
Equação (2.39), pode ser aplicada usando a Equação (2.46) no argumento da iexpκ
que resta nas Equações (5.28) e (5.29). Após estes procedimentos, chega-se aos
seguintes resultados:



































Nesta seção os resultados obtidos para a Função de Alargamento Doppler de
Kaniadakis, ψκ(x, ξ) assim como para a Função do Termo de Interferência de
Kaniadakis χκ(x, ξ) deduzidos nesta tese são reportados. São apresentados resulta-
dos tanto na forma de tabelas como na forma de gráficos. Assim, é posśıvel fazer
uma análise quantitativa e também qualitativa dos resultados obtidos. Para ava-
liar as integrais nas Equações (5.31) e (5.32), utiliza-se o método de quadratura de
Gauss-Legendre [66], cujos pontos de Legendre xi utilizados e seus respectivos pesos
encontram-se na Tabela B.1, localizada no Apêndice B.
O parâmetro de deformação κ está sujeito à condição 0 < κ < 2/n. Assim, para
estudar a influência de algum desvio do comportamento maxwelliano, o intervalo do
caso não deformado κ = 0 até κ = 0, 5, com um incremento de 0, 1 foi o considerado.
Nesta faixa de valores é posśıvel estudar a influência de se utilizar a distribuição de
Kaniadakis no Fenômeno de Alargamento Doppler.
Nas Tabelas 5.1 a 5.5 podem ser encontrados, no intervalo escolhido para o
parâmetro κ, os valores para a Função de Alargamento Doppler de Kaniadakis, as-
sim como seus respectivos desvios dos valores da Função de Alargamento Doppler
usual mostrados na Tabela 2.1. Estes valores foram calculados usando as Equações
(5.31) e (B.2). As Figuras 5.1 a 5.5 ilustram o comportamento da Função de Alarga-
mento Doppler de Kaniadakis definida pela Equação (5.31) para diferentes valores
do parâmetro κ, bem como a Função de Alargamento Doppler maxwelliana dada
pela Equação (2.47) considerando diversos valores para o parâmetro ξ.
Nas Tabelas 5.6 a 5.10, são apresentados os resultados para a Função do Termo
de Interferência de Kaniadakis e seus respectivos desvios percentuais relativos aos
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valores da Função do Termo de Interferência usual mostrados na Tabela 2.3. Final-
mente, nas Figuras 5.6 a 5.10 estão representadas a Função do Termo de Interferência
de Kaniadakis definido pela Equação (5.32), juntamente com a Função de Termo de
Interferência maxwelliana, dada pela Equação (2.48).
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Tabela 5.1: Valores da Função de Alargamento Doppler de Kaniadakis para κ = 0, 1 calculados de acordo com a Equação (5.31).
A função ψκ(x, ξ) e seu desvio percentual de ψ(x, ξ).



























































































































Tabela 5.2: Valores da Função de Alargamento Doppler de Kaniadakis para κ = 0, 2 calculados de acordo com a Equação (5.31).
A função ψκ(x, ξ) e seu desvio percentual de ψ(x, ξ).



























































































































Tabela 5.3: Valores da Função de Alargamento Doppler de Kaniadakis para κ = 0, 3 calculados de acordo com a Equação (5.31).
A função ψκ(x, ξ) e seu desvio percentual de ψ(x, ξ).



























































































































Tabela 5.4: Valores da Função de Alargamento Doppler de Kaniadakis para κ = 0, 4 calculados de acordo com a Equação (5.31).
A função ψκ(x, ξ) e seu desvio percentual de ψ(x, ξ).



























































































































Tabela 5.5: Valores da Função de Alargamento Doppler de Kaniadakis para κ = 0, 5 calculados de acordo com a Equação (5.31).
A função ψκ(x, ξ) e seu desvio percentual de ψ(x, ξ).






































































































































−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 05κ→ 0
κ = 0, 1
κ = 0, 2
κ = 0, 3
κ = 0, 4












−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 10κ→ 0
κ = 0, 1
κ = 0, 2
κ = 0, 3
κ = 0, 4
κ = 0, 5
Figura 5.1: Comportamento da Função de Alargamento Doppler de Kaniadakis















−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 15κ→ 0
κ = 0, 1
κ = 0, 2
κ = 0, 3
κ = 0, 4















−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 20κ→ 0
κ = 0, 1
κ = 0, 2
κ = 0, 3
κ = 0, 4
κ = 0, 5
Figura 5.2: Comportamento da Função de Alargamento Doppler de Kaniadakis


















−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 25κ→ 0
κ = 0, 1
κ = 0, 2
κ = 0, 3
κ = 0, 4


















−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 30κ→ 0
κ = 0, 1
κ = 0, 2
κ = 0, 3
κ = 0, 4
κ = 0, 5
Figura 5.3: Comportamento da Função de Alargamento Doppler de Kaniadakis






















−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 35κ→ 0
κ = 0, 1
κ = 0, 2
κ = 0, 3
κ = 0, 4





















−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 40κ→ 0
κ = 0, 1
κ = 0, 2
κ = 0, 3
κ = 0, 4
κ = 0, 5
Figura 5.4: Comportamento da Função de Alargamento Doppler de Kaniadakis
























−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 45κ→ 0
κ = 0, 1
κ = 0, 2
κ = 0, 3
κ = 0, 4
























−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 50κ→ 0
κ = 0, 1
κ = 0, 2
κ = 0, 3
κ = 0, 4
κ = 0, 5
Figura 5.5: Comportamento da Função de Alargamento Doppler de Kaniadakis
variando κ para ξ = 0, 45 (à esquerda) e ξ = 0, 50 (à direita).
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Tabela 5.6: Valores da Função do Termo de Interferência de Kaniadakis para κ = 0, 1 calculados de acordo com a Equação (5.32).
A função χκ(x, ξ) e seu desvio percentual de χ(x, ξ).



























































































































Tabela 5.7: Valores da Função do Termo de Interferência de Kaniadakis para κ = 0, 2 calculados de acordo com a Equação (5.32).
A função χκ(x, ξ) e seu desvio percentual de χ(x, ξ).



























































































































Tabela 5.8: Valores da Função do Termo de Interferência de Kaniadakis para κ = 0, 3 calculados de acordo com a Equação (5.32).
A função χκ(x, ξ) e seu desvio percentual de χ(x, ξ).



























































































































Tabela 5.9: Valores da Função do Termo de Interferência de Kaniadakis para κ = 0, 4 calculados de acordo com a Equação (5.32).
A função χκ(x, ξ) e seu desvio percentual de χ(x, ξ).



























































































































Tabela 5.10: Valores da Função do Termo de Interferência de Kaniadakis para κ = 0, 5 calculados de acordo com a Equação (5.32).
A função χκ(x, ξ) e seu desvio percentual de χ(x, ξ).








































































































































−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 05κ→ 0
κ = 0, 1
κ = 0, 2
κ = 0, 3
κ = 0, 4














−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 10κ→ 0
κ = 0, 1
κ = 0, 2
κ = 0, 3
κ = 0, 4
κ = 0, 5
Figura 5.6: Comportamento da Função do Termo de Interferência de Kaniadakis
















−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 15κ→ 0
κ = 0, 1
κ = 0, 2
κ = 0, 3
κ = 0, 4
















−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 20κ→ 0
κ = 0, 1
κ = 0, 2
κ = 0, 3
κ = 0, 4
κ = 0, 5
Figura 5.7: Comportamento da Função do Termo de Interferência de Kaniadakis




















−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 25κ→ 0
κ = 0, 1
κ = 0, 2
κ = 0, 3
κ = 0, 4




















−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 30κ→ 0
κ = 0, 1
κ = 0, 2
κ = 0, 3
κ = 0, 4
κ = 0, 5
Figura 5.8: Comportamento da Função do Termo de Interferência de Kaniadakis























−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 35κ→ 0
κ = 0, 1
κ = 0, 2
κ = 0, 3
κ = 0, 4






















−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 40κ→ 0
κ = 0, 1
κ = 0, 2
κ = 0, 3
κ = 0, 4
κ = 0, 5
Figura 5.9: Comportamento da Função do Termo de Interferência de Kaniadakis
























−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 45κ→ 0
κ = 0, 1
κ = 0, 2
κ = 0, 3
κ = 0, 4
























−30 −20 −10 0 10 20 30
ξ = 0, 50κ→ 0
κ = 0, 1
κ = 0, 2
κ = 0, 3
κ = 0, 4
κ = 0, 5
Figura 5.10: Comportamento da Função do Termo de Interferência de Kaniadakis
variando κ para ξ = 0, 45 (à esquerda) e ξ = 0, 50 (à direita).
Este caṕıtulo avalia a hipótese teórica de se considerar o movimento aleatório
dos núcleos alvo como dado pela estat́ıstica de Kaniadakis no contexto da F́ısica de
Reatores e, mais especificamente, no Efeito de Alargamento Doppler de ressonâncias
na região de ressonânciuas resolvidas. Assim, novas Funções de Voigt, batizadas
como Função de Alargamento Doppler de Kaniadakis, representada como ψκ(x, ξ), e
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Função do Termo de Interferência de Kaniadakis χκ(x, ξ) definidas, respectivamente,
pelas Equações (5.31) e (5.32), foram obtidas. Estas funções dependem de um
parâmetro de deformação κ, e quando o limite de κ → 0 é obtido, as Funções de
Voigt usuais, dadas pelas Equações (2.47) e (2.48), são recuperadas. Estas novas
expressões, que apresentam em sua forma integrais que, como no caso maxwelliano,
não possuem soluções anaĺıticas, foram avaliadas utilizando o método da quadratura
de Gauss-Legendre com 15 pontos.
Percebe-se que, para uma dada ressonância, se o parâmetro ξ é mantido cons-
tante, o Fenômeno de Alargamento Doppler é intensificado conforme κ aumenta,
ou seja, o parâmetro de deformação κ introduz um alargamento adicional, gerando




Entrada do bloco G, no Centro de Tecnologia da UFRJ, onde se localizam as de-
pendências da COPPE.
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O Fenômeno de Alargamento Doppler é descrito matematicamente pelas Funções
de Voigt, também conhecidas como Função de Alargamento Doppler ψ(x, ξ) e Função
do Termo de Interferência χ(x, ξ). As expressões para ψ(x, ξ) e χ(x, ξ) são obtidas
baseadas em duas grandes áreas do conhecimento: na Mecânica Quântica, através
da fórmula de Breit-Wigner para ńıvel único, e na Mecânica Estat́ıstica, com a
distribuição de velocidades de Maxwell-Boltzmann. Como são obtidas expressões
integrais que além de não possúırem solução numérica são complicadas, a possibili-
dade de se fazer algumas aproximações pode se tornar deveras útil e, neste contexto,
são utilizadas as chamadas aproximações de Bethe e Placzek. Nesta tese, são pro-
postas dois tipos diferentes de generalizações para esta teoria: a primeira consiste no
estudo das consequências de não se considerar as aproximações de Bethe e Placzek
para se obter as Funções de Voigt. A segunda generalização consiste na alteração
da distribuição estat́ıstica de velocidades utilizada, trocando-se a usual distribuição
de Maxwell-Boltzmann por duas distribuições de velocidades quase-maxwellianas: a
de Tsallis e a de Kaniadakis.
No caṕıtulo 1, são apresentadas as três distribuições estat́ısticas abordadas no
texto: A distribuição de Maxwell-Boltzmann e as distribuições quase-maxwellianas
de Tsallis e de Kaniadakis. São apresentadas as principais caracteristicas de tais
distribuições, possibilitando a comparação das distribuições quase-maxwellianas de
Tsallis e Kaniadakis com a distribuição de Maxwell-Boltzmann, formando uma base
teórica para se entender os efeitos de se considerar tais distribuições no estudo da
seção de choque de captura e de espalhamento ressonantes.
No caṕıtulo 2 é realizada uma dedução detalhada das expressões para as Funções
de Voigt definidas por ψ(x, ξ) e χ(x, ξ). O detalhamento na condução desta dedução
pode parecer um tanto excessivo para o leitor já versado em F́ısica de Reatores.
Porém, é de suma importância pois, nos caṕıtulos seguintes, onde se consideram
distribuições quase-maxwellianas, se faz necessário dominar com detalhes cada passo
de tal demonstração. Além disso, pode-se destacar o valor didático deste caṕıtulo
para futuros pesquisadores que estejam a ingressar na área da F́ısica de Reatores.
No caṕıtulo 3 é realizado um estudo das consequências de se desconsiderar
as aproximações de Bethe e Placzek na determinação da Função de Alargamento
Doppler. Toma-se como referência, neste caṕıtulo, a Função de Alargamento
Doppler usual, considerando as três aproximações de Behte e Placzek, definida por
ψ(x, ξ). É deduzida, então, uma expressão para a Função de Alargamento Doppler
sem nenhuma aproximação Ψ(x, ξ), assim como outras Funções de Alargamento
Doppler ψ1(x, ξ), ψ2(x, ξ), ψ12(x, ξ) e ψ23(x, ξ) desprezando, quando faz sentido,
uma ou duas das aproximações de Bethe e Placzek. Como em todas as novas ex-
pressões obtidas aparecem os parâmetros nucleares E0 e Γ, escolhe-se a ressonância
de 6, 67eV do 238U e a de 0, 296eV do 239Pu para se prosseguir no estudo. A pri-
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meira das aproximações é estudada considerando-se a razão entre as exponenciais
presentes na Equação (3.18), e os resultados estão reportados na Tabela 3.2, onde
pode-se notar que tal aproximação não introduz um erro apreciável. Para estu-
dar a segunda aproximação, compara-se o módulo do limite inferior de integração
|Linf | = 2E0/Γ com o desvio padrão σξ =
√
2/ξ da gaussiana, presente na Equação
(3.19), em convolução com a lorentziana. Os resultados obtidos encontram-se na
Tabela 3.3, e mostram que a segunda aproximação de Behte e Placzek, assim como
a primeira, não introduz um erro signficativo para o cálculo do valor de ψ12(x, ξ).
Com este panorama, conclui-se que a única aproximação que introduz alguma di-
ferença apreciável é a terceira e, com o intuito de se fazer um estudo quantitativo,
considera-se o caso em que o nêutron incidente possui exatamente a energia de res-
sonância, x = 0. Assim, constroem-se os gráficos presentes nas Figuras 3.2 e 3.3,
os quais mostram um erro introduzido para a ressonância do 238U em média duas
ordens de grandeza maior que para o 239Pu. Além disso, percebe-se que conforme
a temperatura aumenta, melhor ficam os valores considerando-se as aproximações
de Bethe e Placzek. Para finalizar este caṕıtulo, são apresentadas as interpretações
f́ısicas para cada uma das aproximações de Bethe e Placzek, e finalmente é realizada
uma proposta alternativa para aplicação de tais aproximações.
No caṕıtulo 4 são abordadas as consequências de se considerar o movimento
aleatório dos núcleos alvo como dado pela distribuição não extensiva de Tsallis na
avaliação da seção de choque de absorção e de espalhamento em três dimensões. A
distribuição de Tsallis pode ser matematicamente formulada como uma deformação
da distribuição usual de Maxwell-Boltzmann, e é dependente de um parâmetro q > 1
e, se o limite de q → 1 for tomado, a deformação é removida e se obtém como
resultado a distribuição de Maxwell-Boltzmann. Neste contexto, uma nova Função
de Alargamento Doppler deformada chamada ψq(x, ξ), assim como uma nova Função
do Termo de Interferência chamada χq(x, ξ) são obtidas, e dadas pelas Equações
(4.19) e (4.20). Tais funções são dependentes de um parâmetro de deformação q,
e quando o limite q → 1 é tomado, se obtém como resultado as Funções de Voigt
usuais.
Estas novas expressões, assim como no caso maxwelliano, apresentam em suas
leis de formação integrais que não possuem solução anaĺıtica. Sendo assim, estas
foram avaliadas utilizando o método da quadratura de Gauss-Legendre, método
numérico amplamente utilizado e bem estabelecido na literatura. Com o referido
método numérico, foram constrúıdas as Tabelas 4.1 a 4.5, onde são apresentados os
valores para a Função de Alargamento Doppler de Tsallis e seu desvio percentual
em relação à Função de Alargamento Doppler ψ(x, ξ) usual, assim como as Tabelas
4.6 a 4.10, onde os resultados análogos para a Função do Termo de Interferência de
Tsallis são reportados. Estas tabelas foram produzidas variando o parâmetro q com
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um incremento de 0, 1 desde o valor não deformado q = 1, 0 até q = 1, 5.
Ainda usando o método de quadratura de Gauss-Legendre, os gráficos mostrados
nas Figuras 4.1 a 4.5 foram gerados onde, para cada um deles, fazendo constante o
parâmetro ξ dependente da temperatura, é posśıvel visualizar o comportamento da
Função de Alargamento Doppler de Tsallis ψq(x, ξ) conforme se varia o parâmetro
de deformação q. Os gráficos presentes nas Figuras 4.6 a 4.10 mostram os resul-
tados para a Função do Termo de Interferência deformada χq(x, ξ). Analisando
estes gráficos, é posśıvel notar que, para uma dada ressonância, se o parâmetro ξ é
mantido constante, o Efeito de Alargamento Doppler é deformado e dependente do
parâmetro q, e também é posśıvel perceber que, à medida que q aumenta, o Efeito
de Alargamento Doppler é suavizado, ou seja, conforme o parâmetro de deformação
q aumenta, o efeito se torna mais suave.
No caṕıtulo 5, é avaliada a hipótese teórica de considerar uma estat́ıstica go-
vernada pela distribuição de velocidades de Kaniadakis no contexto da f́ısica de
reatores e, mais especificamente, no Fenômeno de Alargamento Doppler na faixa
de ressonâncias resolvidas. Esta distribuição dependente de um parâmetro κ que
generaliza o desvio do comportamento exponencial da distribuição de velocidades
dos núcleos leva a uma nova Função de Alargamento Doppler chamada ψκ(x, ξ),
assim como uma nova Função do Termo de Interferência χκ(x, ξ), definidas pelas
equações (5.31) e (5.32), respectivamente. Quando o limite κ → 0 é tomado, as
Funções ψ(x, ξ) e χ(x, ξ) usuais são recuperadas. Assim como foi feito no caṕıtulo
4, utiliza-se o método de Gauss-Legendre para se construir as tabelas de 5.1 a 5.5 e
as Figuras de 5.1 a 5.5, onde são apresentados os resultados para a Função de Alar-
gamento Doppler de Kaniadakis ψκ(x, ξ), assim como os resultados para a Função
do Termo de Interferência de Kaniadakis χκ(x, ξ), apresentados nas Tabelas 5.6 a
5.10 e nos Gráficos 5.6 a 5.10.
Pode-se perceber que, para uma dada ressonância, se o parâmetro ξ é mantido
constante, o Efeito de Alargamento Doppler é deformado e dependente do parâmetro
κ, e verificou-se que conforme κ aumenta, o Efeito de Alargamento Doppler é inten-
sificado, isto é, o parâmetro de deformação κ introduz um alargamento adicional.
Assim, se durante um processo térmico as velocidades dos núcleos alvo forem descri-
tas pela distribuição de velocidades de Kaniadakis, há uma maior faixa de energias
na qual é mais provável que ocorra a absorção de nêutrons do que aquela que o efeito
convencional de Alargamento Doppler poderia prever. Percebe-se que, tanto no caso
de se considerar a distribuição de Tsallis quanto a de Kaniadakis, são afetadas tanto
a absorção ressonante quanto o espalhamento ressonante.
Em reatores nucleares, a teoria baseada na distribuição de Maxwell-Boltzmann
é bem estabelecida e tem sido aplicada ao longo de décadas, produzindo boa con-
cordância com dados experimentais. No entanto, também é amplamente conhecido
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que dados de seção de choque precisos e acurados são de importância fundamental
para a operação de reatores nucleares, e é posśıvel que em novos projetos de rea-
tores, bem como em situações espećıficas para os reatores atualmente em operação,
o uso de estat́ısticas não-maxwellianas se tornem importantes. O conteúdo desta
tese forma uma base teórica sólida para estudar qualquer distribuição estat́ıstica
não-maxwelliana que preserve a paridade na variável V . Assim, se no estudo da in-
fluência de distribuições quase-maxwellianas no Fenômeno de Alargamento Doppler
a importância de se utilizar uma nova distribuição, mesmo que diferente da de Tsallis
ou de Kaniadakis tornar se evidente, é razoável dizer que o arcabouço teórico para
o tratamento com quaisquer outras distribuições já está estabelecido [64, 65].
Com a teoria bem desenvolvida, uma continuação natural deste trabalho é o es-
tudo da influência de outras distribuições estat́ısticas no Fenômeno de Alargamento
Doppler. Além disso, tanto a generalização proposta pela não consideração das
aproximações de Bethe e Placzek, quanto a baseada na alteração da distribuição
de velocidades de Maxwell-Boltzmann aqui aplicadas na seção de choque de ab-
sorção e de espalhamento, podem ser aplicadas ao estudo de vários outros assuntos,
tais como o cálculo dos fatores de auto-proteção ressonantes na faixa epitérmica,
cálculo das integrais de ressonância, determinação da largura prática, dentre diver-
sas outras aplicações. Além disso, a semelhança entre as Figuras 1.4 e 1.6 , assim
como entre as Figuras 1.4 e 1.8 indicam a possibilidade de se obter para as duas
distribuições estudadas, temperaturas efetivas T effq e T
eff
κ capazes de mapear as
funções de Alargamento Doppler quase-maxwellianas ψq(x, ξ) e ψκ(x, ξ), e também
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[64] GUEDES, G., GONÇALVES, A. C., PALMA, D. A. P. “The Doppler Bro-
adening Function using the Kaniadakis distribution”, Annals of Nuclear
Energy, v. 110, pp. 453–458, dec 2017. doi: 10.1016/j.anucene.2017.06.
057.
[65] GUEDES, G., PALMA, D. A. P., GONÇALVES, A. C. “A deformed Doppler
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Estudo do sistema de duas
part́ıculas no referencial do centro
de massa
Neste apêndice, apresenta-se um estudo do sistema nêutron núcleo alvo, rela-
cionando os valores de algumas grandezas no referencial do laboratório com seus
respectivos valores no referencial do centro de massa. Na figura abaixo, temos uma
representação pictórica para tal sistema, com o núcleo alvo possuindo massa M e




Figura A.1: Representação do sistema nêutron núcleo alvo.











onde se utlizou o fato de que M ≈ Amn.
Assim, a velocidade do nêutron no referencial do centro de massa, que será
representada por ~v′, é dada por:

























De forma análoga, a velocidade do núcleo alvo no referencial do centro de massa
fica:



































































Além disso, é útil se obter uma relação entre a energia do sistema nêutron núcleo
no referencial do laboratório, e no referencial do Centro de Massa. Assim, fazendo























Tipicamente, as velocidades dos nêutrons são muito maiores que as dos núcleos

















O método da Quadratura de
Gauss-Legendre
Os métodos numéricos ditos de quadratura, consistem na aproximação da in-
tegral definida no intervalo [a, b] de uma função cont́ınua definida por f(x) pela
combinação linear dos valores da função em certos pontos, também chamados de
nós, xi ∈ [a, b] a serem determinados. De um modo genérico, uma quadratura de








onde ωi, os coeficientes da citada combinação linear, são chamados de pesos da
quadratura. O somatório que aparece no lado direito da Equação (B.1) é chamado
de quadratura da função f no intervalo [a, b]. Como 1 ≤ i ≤ N, i ∈ N, percebe-se que
existem 2N parâmetros a serem ajustados. De acordo com o método escolhido para
se determinar estes parâmetros, pode-se agrupar as quadraturas em duas classes:
1. O intervalo [a, b] é dividido em N +1 partes de mesmo tamanho escolhendo-se
os pontos xi igualmente espaçados;
2. Os pontos xi são escolhidos como sendo ráızes de polinômios especiais, e os
pesos ωi são determinados de modo que a expressão satisfaça um critério de
precisão pré-estabelecido.
O método do trapézio e de Simpson são exemplos de quadraturas elencadas
na primeira categoria e os métodos de Gauss-Hermite e o de Gauss-Legendre são
exemplos de quadraturas da segunda. Por ser o método utilizado nesta tese, neste
Apêndice é abordado exclusivamente o método de Gauss-Legendre.
Ao se trabalhar com a Equação (B.1), as equações envolvidas ficam mais simples
se os limites de integração a e b forem trocados por −1 e 1. Assim, a Equação (B.1)
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onde xi ∈ [−1, 1]. Uma aproximação para uma integral no intervalo [a, b] pode ser
obtida com uma mudança de variáveis, conforme será mostrado na seção B.6.
Os pesos ωi na Equação (B.2) são arbitrários e a única restrição para os nós é que
xi ∈ [−1, 1], ∀xi, o que nos fornece 2N parâmetros a determinar. Se considerar-se
como parâmetros os coeficientes de um polinômio, um polinômio de grau 2N − 1
também contém 2N parâmetros. Sendo assim, se espera que a expressão dada pela
Equação (B.2) se torne exata para qualquer polinômio de grau menor ou igual a
2N − 1.
B.1 Quadratura de Gauss com 1 ponto
O caso mais simples posśıvel é o da quadratura com 1 ponto, o que consiste em
fazer N = 1 na Equação (B.2):
∫ 1
−1
f(x)dx ≈ ω1f(x1). (B.3)
Neste caso, a aproximação definida na Equação (B.3) se torna exata quando f(x)
é um polinômio de grau 1:
f(x) = c0 + c1x. (B.4)
Levando em conta a Equação (B.4), percebe-se que a aproximação definida na
Equação (B.3) será exata em particular para as funções definidas por fA(x) = 1 e
fB(x) = x. Assim, temos:
fA(x) = 1 ⇒
∫ 1
−1
fA(x)dx = ω1fA(x1) ⇒
∫ 1
−1




fB(x)dx = ω1fB(x1) ⇒
∫ 1
−1
xdx = ω1x1 ⇒ ω1x1 = 0. (B.6)















f(x)dx ≈ 2f(0), (B.9)
que é válido para uma função f qualquer, porém se torna exata se esta for um
polinômio de grau 1.
B.2 Quadratura de Gauss com 2 pontos
Na quadratura com 2 pontos, se faz N = 2 na Equação (B.2):
∫ 1
−1
f(x)dx ≈ ω1f(x1) + ω2f(x2). (B.10)
Neste caso, a aproximação definida na Equação (B.10) se torna exata quando
f(x) é um polinômio de grau 3:
f(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + c3x
3. (B.11)




fA(x) = 1 ⇒
∫ 1
−1










































2 ⇒ ω1x31 + ω2x32 = 0. (B.15)











ω1 + ω2 = 2












O primeiro passo para se resolver este sistema é isolar x2 na primeira linha da
















x31 = 0, (B.17)






As duas primeiras possibilidades dão origem aos seguintes sistemas:





































Como se pode perceber, os dois sistemas não possuem solução. Assim, resta






= 0 ⇒ ω1 = ±ω2. (B.19)
A solução com sinal negativo deve ser descartada, pois leva a ω1+ω2 = 0, gerando
uma inconsistência com a primeira linha da Equação (B.16). Por outro lado, com
ω1 = ω2, tem-se o seguinte:
ω1 = ω2 = 1, (B.20)






















































B.3 Quadratura de Gauss com 3 pontos
Na quadratura com 3 pontos, se faz N = 3 na Equação (B.2):
∫ 1
−1
f(x)dx ≈ ω1f(x1) + ω2f(x2) + ω3f(x3). (B.24)




















ω1 + ω2 + ω3 = 2






























A solução do sistema definido na Equação (B.25) é ainda mais tedioso, por esse


























































Como se pode perceber, para 3 pontos, o cálculo já se torna bem extenso e
tedioso, e o objetivo é se chegar em 15 pontos, que é o método utilizado nesta tese.
Sendo assim, se torna necessário encontrar um meio mais direto de se determinar os
pesos e nós da quadratura.
B.4 Os Polinômios de Legendre
Nas seções anteriores, percebe-se que os sistemas obtidos para se determinar os
pesos e nós a serem utilizados podem se mostrar bem complexos de se resolver.
Se invocarmos a Álgebra Linear [68], pode-se entender que tal dificuldade ocorre
devido ao fato de se ter utilizado a base canônica B = {1, x, x2, x3, ..., xn−1, xn} para
o espaço vetorial dos polinômios de grau menor ou iguam a n, e esta não ser a melhor
das escolhas. Uma alternativa mais interessante, devido à algumas propriedades, se
trata da base formada pelos chamados polinômios de Legendre [36]. Trata-se de uma
base ortogonal que possui propriedades interessantes, que são úteis para se encontrar
os pesos e nós da quadratura.
Os polinômios de Legendre formam um conjunto Linearmente Independente (LI)










+ n(n+ 1)Ln(x) = 0. (B.28)
Tal equação diferencial é frequentemente encontrada na F́ısica, em particular ao
se resolver a equação de Laplace em coordenadas esféricas [69], podendo também
ser trabalhada como um problema de Sturm-Liouville [36]. O produto interno entre


























































231x6 − 315x4 + 105x2 − 5
)
.
Dentre tantas propriedades exibidas pelos polinômios de Legendre, as seguintes
são fundamentais para se descrever o método da quadratura de Gauss-Legendre:
∫ 1
−1
Ln(x)dx = 0 n 6= 0, (B.32)
∫ 1
−1
Ln(x)Pk(x)dx = 0 ∀k < n, (B.33)
onde Pk(x) é um polinômio de grau k.
B.5 Quadratura de Gauss-Legendre
Como se sabe, uma quadratura com N pontos é capaz de ajustar um polinômio
de grau 2N − 1 de forma exata. Em particular, é válida para um polinômio de












ωiLN (xi) = 0. (B.35)
Como o conjunto formado pelos polinômios de Legendre é linearmente indepen-
dente, a única forma da igualdade apresentada na equação (B.35) ser satisfeita é:
LN(xi) = 0 i = 0, 1, 2, ..., N − 1, N, (B.36)
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ou seja, os nós da quadratura com N pontos são as ráızes do polinômio de Legendre
LN(x). Para determinar os pesos, pode-se utilizar o seguinte teorema [66]:
Teorema B.1 Suponha que x1, x2, x3, ..., xN sejam as ráızes do polinômio de Legen-




















Este teorema é facilmente demonstrado utilizando-se a propriedade descrita pela
Equação (B.33), e tal demonstração pode ser encontrada em [66]. As ráızes dos po-
linômios de Legendre podem ser facilmente determinadas com alta precisão através
de métodos numéricos e, com os valores das ráızes em mão, pode-se determinar os
pesos através do Teorema B.1. Porém, estes valores já estão exaustivamente tabe-
lados, e podem ser encontrados com certa facilidade. Na Tabela B.1 são reportados
os valores utilizados nesta tese.


















B.6 Mudança de variáveis
Foi discutido como se fazer uma aproximação numérica para a integral de uma
função definida por f(x) no intervalo [−1, 1]. Para se encontrar uma expressão
aplicável em um caso mais geral, basta se determinar uma mudança de variáveis
que transforme a integral no intervalo [−1, 1] em uma integral com limites [a, b].
Para tal, supõe-se uma mudança de variáveis linear em x:
x = At +B. (B.39)
Considerando que:
• x = a⇒ t = −1,
• x = b⇒ t = 1,

























Assim, fazendo uso da Equação (B.1), chega-se na seguinte expressão:
∫ b
a
f(x)dx ≈ b− a
2
N
∑
i=1
ωif
(
b− a
2
xi +
b+ a
2
)
. (B.42)
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